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Theorie van de Vaste Stof 


Overzicht leerboeken, 


Inleidende leerboeken van algemene aard: 


Aede Dekker Solid State Physics 1957. 


GC, Kittel Introduction to Solid State Physies 1055, 
and ca. 1956. 
Deze boeken behandelen veel onderwerpen, ook moderne ontwáik- 


kelingen, geven veel tabellen en grafieken, maar gaan niet 


diep op de theorie in, bevatten ook weinig afleidingen. 
Klassieke leerboeken. 
mmm ed 


Ae Sommerfeld und H‚à. Bethe Elektronentheorie der Metalle. 
Häb. d. Physik, 241Ì, 1955, 


Nef. Mott and H. Jones The theory of the properties of 
metals and alloys, 1956. 


N.F. Mott and Rek. Gurney Bleectronic processes in ionie 
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Ace Wilson The theory of metals, 2 ede 
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FE. Seitz The modern theory of solîids 1940, 


Je kan zeggen dat dit boek voortgezet wordt in de serie: 
Solid State Physies, ed, Seitz and Turnbull. Dit is een serie 
boeken die overzichtsartikelen bevatten en die sinds 1955 ver- 


schijnt. Wordt wel Seitzschrift genoemd. 


Moderne leerboeken van meer theoretische aard. 
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M, Zorn and K. Euang: Dynamical theory of erystal lattioes, 1954. 


Re, Peierls Quantum theory of solids, 1955. 


Ge. Wannier Elements of solid state theory, 1959. 
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Eleetrons and phonons, 1960, 


The wave mechanics of electrons in metals, 
1961, 


Yave mechanics of erystalline solids, 1961. 
Concepts in solids, 1963 

Quantum theory of solids, 1965, 

Principles of the theory of solids, 1964, 


Solids: Elementary theory for advanced 
students, 1965, (Geeft een zorgvuldige 
mathematische discussie van fundamentele 


zaken. ) 
The physies of eolids, 1967, 


Solid State Physics, 1969, 


Solid State Theory, 1970, 


1 
HOOFDSTUK Inleiding 
\ristallen, 7 dies ME Od, OE Os 


Vaste stoffen (en ook vloeistoffen) zijn diehte media (eondensaà 


22 25 5 
d 10°“ atomen per em”, de uf- 


natter); we Hebben ongeveer 10 
standen tussen buren zijn van de orde van enkele Á. Gassen 
(onder normale omstandigheden van temperatuur en druk) daaren- 
ck 9 . me 

tegen hebben ongeveer 5.101 ‘moleculen per òm®, de gemiddelde 
… Rn ' . ’ “ o 
“leinsteaf stand tussen de moleculen is van de orde van 50 A. 
We zullen ons in dit collego beperken tot vaste stoffen met 
kristallijne struktuur. Glasachtige stoffen zullen we dus niet 
nader bekijken, glas is geen vaste stof in de in de Lysiea ge- 


bruikelijke betekenis. Kristalstrukturen op zichzelf zullen we 


niet behandelen, dat is een vak apart: âe kristallografie. Even- 


nin zullen we uitvoerig ingaan o de bepaling van kristalstruk- 
P 8 


turen, zoals die kan geschieden met bv, Rontgendiffractie. 


Kristallen hebben een roosterstruktuur (von Laue 1912), Awz, 


a 


Ge bouwstenen (atomen, ionen, moleculgn) zijn geordend op een 
regelmatig periodiek rooster. Pervijl men in de praktijk mees- 
tal te maken heeft met vaste stoffen met mierokristallijne 


ti- 


® 


struktuur (een stuk motaal bv.), zullen we bij onze theor 


ld 


sche beschouwingen meestal stilzwijgend aannemen dat we óén 


lens 


enkel zeer groot kristal bekijken met eenvoudige stru\:tuur 
(bv. simpel kubisch, kubisch vlok gecentreerd (f.c.e.) cf ku- 


bisch ruimtelijk gecentreerd (Be dode Jhac” 


[0] 


Ù, Indeling van vaste stoffen, edet 





Op grond ven hun zeer uitcenlepende cigenschappe 


5 


1 


nen onder de vaste Al aa pa gaa se hen onderscheiden, 


Lr 


C 


De indeling is htm it niet to lonen streng, ijn ook 
llerlei stoffen die een tussenpo sitio tussen, 2 groepen inno- 


» 


MEN e 





a) Ionenkristallen, bv. Hac 1, biP, 


An 1 


natie vau de sterk dlektwonssitt ievo net de sterkt elektronega= 
GER hehe Het Ne atoom bv, staat 1 elektron ef, dat 


door ket CL-a beed vordt op geen, waardoor, beide e atomen Zonen 


vormen et een câotgacstruktuur. Hete heten ie dus op= 


5 


genot à uit poste re en negatieve ionen en de Coulombso wis= 


seclwverking er tus sen is „in hoofdzaak verantwoordelijk vaor 
ds bindae: De hiene mene is groot, van de orde van ö eV 


per toom (+ eV/atoom komt neer op, 25, eaul/Mol), e vositieve 
e haken 


zonen zuïten zich bij Aen omringen met negatieve en omge= 


keerd, De meeste EOCAEr 10 ALLEN ke de struktuur hetzij van 


Webs hetzij van CsCl 





Ne 


Hier vormen de + ionen ies  : “Hier*vormen det: tomen ieder 
der voor zieh een f‚c.o. voor zieh eon simpel kubisch 
roostor. rooster, De +— ionen zivten in 


de eentra van de kubussen me= 


vormd door de * ionen. 


feel 
D 


ionenkristallen worden verder gekarakteriseerd door sterke 


liehtabsorptie in het infrarood, door geringe e 


ee) 


ektrische ge- 
leiding bij lage en goede ionengeleiding bij hoge temperaturen. 
Betreffende de bindingsenergie, de elastische eigenschappen en 
de diëlektrische eigenschappen heeft vooral Born ecn eenvoudi- 


ge theorie opgesteld, die goed klopt met experimentele gego= 


vens en waarop we straks nog nader in zullen gaan. 


b) Valentiekristallen, Deze hebben ook een sterke binding, hebben 
grote hardheid en slechte elektronen- en ioneneeletdtea Voor- 
beelden zijn diamant, grafiet, Ge, Si, BN, AIN, De aard van de 
binding is de homopolaire, die ook de bindáing in het Ug-môle- 
euul en in de organische chemie beheerst. In diamant is ieder 
C=atoom omgeven door een tetraïder ven waere C-atomen. Zoveel 
buren als de valentie van het atoom bedraagt. De valentiebin- 
ding is een essentieel quantummeehanisch verschijnsel, zij 
wordt gevormd door 2 elektronen, van elk der atomen één, met 
tegengestelde spins, die een 18. elektronenpaar vormen. Tussen 
een tweetal atomen is de oclektronendichtheid groot, geheel an= 
ders dan bij de ionenbinding. Atomen met bijna gevulde sehillen 
geven ionenbindingen, lichte atomen uit de middelste kolommen 
ven het periodiek systeem vatentiekindingen (of. covalente bin- 
dingen). De bindingsenergie in atenkat tem zeer goed oversen 
met de energie van een C-C binding in de organische ehemie 
( > 4eV), 


e) Hetalon. 


Deze groep is onder de elementen verreveg de talrijkste. 
En 


Op een 20-tal na (edelgassen, halogenen, 0, N, 5, PF, C en nog 


een paar) zijn alle elementen metalen. Do binding is weer quean- 


tummeechanisch var aard en wordt veroorzaakt door Ge buitenste 
atomaire-elektronen die:door het hele kfistal kunnen bevegen 
‚Aspe Ve alleen tussen nabuuratomen, De bindingsenergie is wat 


« Ee, 


sleiner dan bij de eerstgenoemde groepen (1 à 5 ev per ‘atoon) 
‚en het is niot zo;gemakke ijk om dezgeste berekenen (het boek 
van Raimes.yijât.aansdit,probleem relatief veel aandacht), 
voorbeelden zijn Na, Gu, Au en verder ook legeringen (alloys), 
De meeste één-atomige metalen krista alliseren in de bee, fee 
of hexgonsle itunes, (Tabellen in he bve 
Hee De BO ee bij de alkalimeta alen zijn. de A3. ge=. 
leidingselektronen (één per atoom) hoofdzakelijk verontvoor- 
delijk voor de binding. Bij de evergangsmevolen, tat zijn me= 
valen met een niet geheel gevulde inwendige elektronenschil, 
bv. V, ör, Mn, Fe, Co, HEE Me, RP Ti Wo B, da de Wine 
dingsenergie groter. Men stelt zich voor dat.hier cok covalen= 
te bindingen tussen. de gedeeltolijk.gevulde.schillen tot:-de. 
binding senergie bijdragen. À 

Hetalen hebben de volgende karakteristieke eigenschappen: 
Hechaniseh: grote rekbaarheid en toch ook grote vastheid, van- 
daar geschikt als wverkstof, Optisch: hoog reflectievermogen 
(glans) en slechte doorzichtbaarheid. Thermisch: groot warnter 
geleidingsvermogen, Slektrisch: dit‚is het meest opvallen 
een groot elektrisch geleiding Svermogen. Hierbij geen massa 


transport, dus elektronengeleiding. Ket geleidingsvermogen 


neent af bij toenemende temperatuur. 








d) 


Molekulaire. kristallen. 
meppen es menten ntt 


Voorbeelden hiervan zijh de vaste edelgassen’ (ie Ne A 
är: Xe, alle f.c.c,) vaste waterstof, zuurstof, stikstof, 


halogenen; CH, ete. Dit zijn vrij zwak gebonden kristallen: 


ex 


‘met verzadigde atomen of molekulen als eenheden op de rooster- 


Plaatsen. De bindingsenergie is veel kleiner ‘äan bij de vorige 


groepen (ongeveer 0,1 eV per atoom), vandaar dat deze stoffen 
Lage smelt= (en kook-) punten ‘hebben en alle zeer samendruk- 
baar zijne De binding komt tot stand door de maar zwaïke ze 


ven der: Ekadskrookten. Hen verklaring van nae krachten wordt 


„gegeven door de “elantummee tn Eis (Fr. hondori). Wen kan zich 


K: 


hierbij het volgende beeld voren: ‘Hon Aöubwaal sförisch atoom 


sr Eid 


‘heeft woliswaar..gemidäeld een ‘eTel strisch dipoolmoment nul, 


maar heeft een Pluctuerend instantaan dfbsoihonsen shane li jn 


en yr 


“ven de plaats van de elektronen in het atoom. Dit moment indu- 


ceert een dipoolmoment in een naburig atoön. De Eemitddsrde 


wisselwerking tussen Gage twee atomen resulteert in een zwakke 


aantrekkende kracht, 8 voor „fs standen, ‚die niet „te ‚klein. en 
niet te groot zijn als r =7 atsu Deze Van der Waalskracht 


treedt viteraard ook op in andere dan molekulaire kristallen, 


vt. 


mear geef t är aar sleohts ‚een „kleine correctie, „op de ‚binding. . … 
el 
De visselwerkingspotentiaal ‚wordt voor twee. gelijke atomen 
5 ze? 
ruwweg gegeven deon v(r) “TG > Wearin a de polariseerbaar- 
r 


heid en I de en is he ó= bnn: oscil- 


latoren luidt de. dormird. Vr) .= Î- hoe ZE) ien, 


Ö 
or 


ïTemen we als voorband ERGO I= 15, B ev, a = 1,7 A ;, 


ik o 
haden struktuur mot afstand tussen naaste basen d = 5,8 A, 


EE 


Dan vindt men va). mv =0, 01 ‘ev. Het akar naaste buren van een 
Ĳ zE Honda : 8 5 Bi ï : 





atoom ás 12, Sommeren hierover en over wrewtöte wurde 
Gagerger Det eV. voor de;bindingsedergie: ds 8 
De bovengenoemde groepenvonderscheiden ziok it cersto” 

instantie door de versehillende aard van hen binding, Git een 
enter gezichtapynt kunnen weinog een technisch zeer bälangrij- 
se groep, ‚van vaste stoffen noemen, nl,: de halfgeleiëdrs (semi 
eonduet tors). Deze groep heeft vertegenwoordigers zovel onder 
de elementen (Si, Ge) als onder de. oxyden, joëtaern, sulfite 

en ingewikkelder verbindingen. (voorbeelden: Cu0, Ni0;- Fe,0,, 
Lg, PbS). Qua binding behoren ze. tot dei vâlentiekristallen 

of de ionenkristallen..%Ze, onderscheiden: zich dooreen clektro- 
nengeleiding die snel toeneemt met hoger wordchde temperatuur. 
Sd zuivere st toffen spreekt men vensintrinsieke. halfgeleiders, 
Veelal zijn.echter kleine toevoegingen, verontreiniëgingenbij= 


mengsels van vreemde, ionen eto, verantwoordelijk voor de gelei- 


* . * 5 1 Eh RE ne 
ding (extrinsieke ‚halfge] Leiders). Ë CR TE Re 
Wenslotte zij opg generkt Gat in allerlei boeken, py. 
Séitz, Ch. Ì, een Dael witvoeriger bespreking van do end 
sche eLEönschappen van “de Civerse groopen vaste stoffen te 
? RE: B en Nad et Bk ú ra 
gen tek We 





vinden “is. ‘Daar Sd: tabellen met | kristalstrusturen, rooster- 
ain BE 





vonstänten, bindingsènergieën, geleidingsvernogens, gebepuke 






. EG dl LE Mi 
B mt Sart EE, ln 


“bilt beiten, verloop van soortelijk vermte, ete, 


we eisen NN Rn Ans de. Ei Heg : ë Erades en EES 
da . = sok Kess: . 1 
. Eh za at OE AEG A 
„LE Az sith, Ka 5 





5, Inhoud en doel van de theorie. van: de vaëterstof. 


Et in AE 


tot de taal: van de theorie arn Ag vaste, stof. behoort 
Eer sok ae eigenschappen van de id Ben in, het alge- 


SOE Od 


meen en van "epectane waits staften in het bijzonder walitatie 





en ook kwantitatief te verklaren en te berekenen uit de 
eigenschappen van âe samenstellende atomen of molekulen. 

„Eigenlijk zou de theorie dus moeten aangeven, waarom, 
gegeven een groot aantal atomen met bekende eigenschappen 
en met een bekende onderlinge wisselwerking, deze bij niet 
te kaa temperatuur als stabiele vorm een kristal met een 
bepaalde struktuur en een bepaalde roosterconstante geven. 
Alle stoffen worden vast bij lagere temperatuur, behalve 
Hef en He. Voor He“ is bij het absolute nulpunt nog een 
uitwendige’ druk van ongeveer 25 atm nodig om de atomen op 
hun ragsterplaatsen te houden, Deze uitzondering komt omdat 
He=atomen zo lieht zijn en onderling zo zwakke wisselwerking 
hebben, dat de nulpuntstrillingen het winnen van de potentiële 
energie, Blijkbaar ís voor alle andere stoffen de configuratie 
met. laagste energie een periodiek rooster. Intuïtief is dit 
wel plausibel, maar voor zover ik weet heeft nog niemand hier- 
voor een bewijs geleverd, zelfs niet voor een eenvoudig één- 
dimensionaal systeem. Gewoonlijk ontleent men aan de ervaring 
dat een bepaalde stof (element of verbinding) in een zekere 
struktuur kristalliseert en gegeven deze struktuur probeert. 
de theorie de cigenschappen te verklaren, 

„De theorie zou dan kwantitatief de elastische, thermische, 
elektrische, magnetische, optische e.a. eigenschappen van dit 
soort kristal heben kunnen berekenen, Dit is nog een zeer am- 
bitieus programma, dat natuurlijk nog lang niet uitgevoerd is. 
Wel heeft de sede met op grote hoogte begrijpelijk kunnen 
‚maken, waarom sommige elementen in vaste toestand metalen zijn, 


andere daarentegen isolatoren of ‘halfgeleiders. Ook kan de 





theorie het.goede geleïdingsvermogen van. metalen en zijn af- 
hankelijkheid van de temperatuur evenals velè andere: van de 
bovengenoemde eigenschappen althans kwalitatief en gedeelte- 
lijk ook kwantitatief. verklaren, Een volledige kwantitatieve 
behandeling van een:bepaalde.stof laat echter nog veel ‘te 
wensen over. Dit is gemakkelijk te begrijpen: de theoretische 

asis van de theorie wordt geleverd-door de quantummedhanica, 
‚die de dynamica:van een systeem van atomaire‘deeltjes be- 
schrijft. De grondvergelijking is de bekennen, 
die heel goed bekend is, Daarbij kunnen we van allerlei ver- 
fijningen, zoals relativistische effecten,die nièt deor de: 
Schrödinger=vergelijking beschreven werden, afziën omdat ze 
„bij de problemen van de vaste stof":een ondergeschikte. rol 
spelen, We kunnen dus wel zeggen dat de grondvergelijking- 
voor de behandeling van een systeem van kernen en elektronen 
„goed bekend is en men twijfelt erniet aan, dat cen oplossing 
ven deze vergelijking, als die exact mogelijk was, ons in 
staat, zou stellen alle waargenomen verschijnselen kwantita- 
tief te verl:laren, Maar we hebben hier te maken met een 
veel-deeltgjesprobleem, waarvan een exacte oplossing niet inoge- 
líájk is. Men is dus aangewezen op wak nogal. ruwe befaderings- 
„methoden en hoewel deze kwalitatief. vaak verrassernd goed in= 
zieht bieden, kan men kwantitatief nauwkeurige resultatën nau- 
_ welijks Geveke Wel lbim heeel worden dat de huidige snol- 
le-computers hier goede perspeotieven openen. 

Na het quantummechanisch,probleem dat énergietoeëstanden en 

dynamica levert, volgt in het algemeen nog een statistisch pro- 


bleem omdat we over. de bezetting van de mogelijke energietoe- 


standen moeten middelen. Feitelijk is het probleem dus een 
veel-deeltjesprobleem uit de quantumstatistiek. da 
In dit college zullen we beginnen met de bamveltae van 
theorieen die niet expliciet op de quantummechaniea zijn ge- 
bascerd. en waar men tot op grote hoogte met klassieke Bede 


pen kan werken, Dat ís in de eerste plaats de klassieke theo- 


rie van Born voor ionenkristallen, Vervolgens de theorie van 
en ma zj tt emee en tn a 





de roostertrillingen (beweging van de zware deeltjes atomen 
en ionen) en de daaruit volgende thermische eigenschappen ‘van 
kristallen. Maar de meeste tijd zullen we besteden aan de 
guantumümechanische theorie van de energietoestanden en de he- 
weging van de elektronen. Dit is de zg. bandentheorie van 
vaste stoffen, die kort na het ontstaan van de guantummoeha- 
nioa is ontwikkeld door Blooh, Sommerfeld, Beéthe, Peierls, 
Kronig, Mott en vele anterans Bon ‘eenvoudde doeëtaal gevel 
daarvan is de theorie van het elektronen=gas nn Ee 


Sommerfeld, Pauli, die al eerder was ontwikkeld, 


HOOFDSWUK II De klassieke: theorie van ionenkEristallen. 


Ls Bindingsenergie, 


Deze theorie waarvan de grondslagen ruim 50 jaar geleden 
door Hadelung en. Born werden gelogd, is feitelijk. de cerste 
theorie geweest die in staat was allerlei eigenschappen van 
kristallen met elkaar in kwantitatief verband te brengen, De 


zuiverste vertegenwoordigers van, de groep ionenkristallen zijn 








10 


de alkalihalogeniden, In oxyden, sulfiden;, ete..is de binding 
niet meer zo zuiver ven ionenbinding, maar heeft ook een ‘homo- 
polair aandeel. De alkalihalogeniden behoorden tot:de eerste 
kristallen waarvan de struktuur met behulp van Rontgenstraï sn 
bepaald kon worden, Ze hebben vrijwel alle de. NMaCl-struktuur, 
behalve CsC1l, CsBr en CsJ, die bij lage temperatuur de reeäs 


besproken CsCl-struktuur hebben. Woe..zullen ons hier beperken 


tot die verschijnselen en eigenschappen waarbij de elektronen- 


configuratie van de ionen in de grondtoestanâ is en blijft. 


We gaan ervan uit, dat zo'n. kristal bestaat uit positief, 
en negatief . geladen sferisch symmetrische ionen, die volgens 
eenvoudige krachtwetten in wisselwerking staan, De voornaam- 


ste wisselwerking is de Coulombse. In NaCl is de afstand Fo 


e „12 


0 
tussen naaste buren 2,81 Â. rg =.8,10. erg — 5eV, Dit is. in= 


o 
derdaad van de orde van de bindingsenergie: per mulecuul.; Wo: 


zullen, nu de elektrostatische bindingsenergie eens wat pre- 


ciezer uitrekenen: 


ven @C 
Voor 1 ion 1 = ss 


Ld e 5 p . 
; ij 
jfL 


De totale elektrostatische bindingsenergie voor een rooster 
bestaande uit 2N ionen is dan Np. Madelung is de eerste ge 
weest die con dergelijke som heeft vitgerekend.bater. aijn 


betere methoden ontwikkeld vooral door Ewald, 

Het is duidelijk dat p = a 7 waarin r, de afstând is tussen 
oe . 3 „© Br in WE „ N A 

naaste buren en & een voor elke struktuur karaktèfristieke con- 

stante, ‘de zg. Madeltrnigeonstante. Ek A ú \ 

eis voor verschillende strukturen heel nauwkeurig bekend. 


ad 


‘In vele leerboëken (o.a, Seitz CH. II) vinät men ven tabel. 





ij 


‚NaCl a 


4,747558 


1,762670.: 


Ui 


“_CsCl a 


Hoe berekent men deze getallen? Ks 

In Kittel wordt de Ewald-methode besproken. Ik zaì nu in het 
kort een verwante, misschien nog simpeler methode bespreken, 
die uiteraard tot hetzelfde resultaat leidt. 

We doen de berekening voor de NaCl-struktuur. Voor andere 
roosters B de berekening op analoge manier paer invoering 
van het z8s reciproke rooster (aan pop we nog torugsonon): 

Voor de berekening van a moeten we de afstand tussen naaste 
buren = 1: Hemen, Nemen te dan-eèrst de bijdrage: van ‘de nuaste 
buren, dab” die van de één na naaste buren dan wordt (vgl 


Kittel, pe 75) 


Ae ie 
VT VE 


Dit is een zeer langzaam convergerende reeks, waarmee niets. is 


Tv} Ker) 


4 = 2 hand + + „es = 6; 000 Ra 8,485 ht 4,620 7 5,000 + vee 


te beginnen, We doen het nu als volgt: 


as ie ’ Re E ee | | 
elken he Ei bi w(E) ar 
) En n__n Ee r Ì e 
25 î 
Ay Agg 
“oo 


ny Agns duiden een bepaald roosterpunt aan, E' betekent dat 


ny =0 no=0 nz=0 wordt uitgezonderd. Verder is: 


No +N 
2 


hd : 8 
ed N 7 Bi bh 
BEER beds Ë, GET ’ tel i 
ny Ag n 


) (1) * ben) ) (sns) jn b(zeng) = HCE). 


ej 
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Te maken nu gebruik van een drietal wiskundige hulpstellingen: 
8 sd © _ Ï np nik.r- bp 
a) Als F(h)*= | £(T) e ar 
e(E) = | g(E) e ar, 
dan geldt: 


| r (H)e(h)an = DEDEN (Stelling van Farsovel) 


tee, EE 
b) | ) Blame" 5 } „2rihn , ) Shen). 


Het bewijs volgt uït de sommatieformule van Poisson: (want links 
staat een perivdieke funotie van h met periode 1, die dus in 


een Fourierreeks kan worden ontwikkeld): 


“eo, +oo 1 Bi mt RS bek à 
Je elnma) a 8 o2rinh | o2rint ) f(t) at 
I= m0’ n= =eo 4 WE ae ef OO 

Ee hee e inh Pi |. e2rint £(t-m) ät 

en So n E wc de det 
oo oo ai pd 
en ) g2rinh | ev nint f(t) ät. En 
n= oo oo 


Nemen we in het bijzonder f(h) = Ö(h), dan-komt er 


We kunnen ons resultaat generaliseren tot 





Kn nd ti ask kn ain chan ai nt nd ie hin had 


e) 


ER Ken ' Â : Bros : ä E 
ï sE S î A … He Dt 5 
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| ke bE-À of ä, Er es se des ie bee nld 


a 
EE: ER 


EK j 7 kj HN 
he in Arlen Se B pe E . 2d 


Wat is nu de Fourier=getransformeerde van A (-1) 1 8 (xen4')? 


nn 


een 


Dit wordt: 


n, 2rihn, … »-=2xihn At « Biha, d° 
Ò (1) Lo 1. je 1 e 1 _ 


Anihm, _EAnih(m, +4) 
se A8 = d e Ze 
Ls . 
m 1 : m 1 5 È « 


— árihn 


= À e 4 (-ePrih) & } ö(2h-1,) (veg te E 


ie Een Ter dy & 


mn 2) 8 (Er De [ren]. 


1 nd EERS 1 


Fieruit volgt: 


waarin M een vektor is met gehele componenten m4 oPgs ge 
| , = à | de 
Laat ae |'e dt, (de zg. error-functie). 
7% 
Xx 





ir 
dan is | ZED enk Ker Gr 8 5 EES 
2 " > 
zake mh D " 
Als we de drie hulpstellingen toepassen vinden we voor âe 
MaAeL MEA tete a: 


> 


f B Ne Be NEN oCvar) af - | (1 - avan) d 


u 


2 
«fr agarze) at | nege dE. 
r var Lr had 8 ij es ie 


Nu bevat W(R) de term = 4 ar ah = 2, dus 
ny+ng+n BC VEE nne) en re) 
_ Kad a: 
Dn hg Hoâe n(awz) 
ENE aa en on ak ai Egg 
zh? 


Daar e en &( Fr) zeer snel afnemen met toenemende h, res- 


pectievelijk »;, staan hier 2 zeer ana Go uvergerenns reeksen. 
Door een paar termen uit to > re 20 nen (opzoeken ineen tabel) 
krijgt men reeds een zeer nauwkòurig resùltast. 

De hier geschetste berekeningsmethode lcidt met enkele 
variaties ook snel tot het doel bij het berekenen van andere 
roostersonnen, die in de theorie van de bindingsenergie van 


$: 
kristalroosters en, bok in andere whooridën ben” blanket Tes 


6 3 


rol. spelen Üb Sn En de'bijdrage van de Van der Waals 
. r ke 


wisselwerking). 

Bekalve deze Coulomb AR S zijn er- hd nog 
andere wisselwerkingen Ëüssén de ionén: Het beïengrt 55 ete Ee 
uiteraard de af stotende wisselwerking bss 2 ionen als ze 


elkaar zeer dicht naderen zodat de elektronenwolken in elkaar 





| 
k 
3 
Î 
| 
' 
k 
3 
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gaan doordringen. Zonder deze afstoting zou dé boven Behandel: 
de elektrostatische aantrekking het rooster natuurlijk in el- 
kaar doen klappen. Terwijl cuantummechanische berekeningen 
leren dat de energie ván de arstottag (overlap energy) onge= 
veer verloopt als Ae” r/p neemt men hiervoor vaak een inter- 


î : const EN en 
actie verlopend volgens SSS aan, waarbij’ n in de buurt van 


Ĳ : 
10 ligt. Als we dit ook doen, wordt de potentiële energie van 


een ion í in het veld van de andere ionen: 


ei Ö8. kA 2 
V(r) = OD Meade a 
EE: rdt r 





ES 0 à t 
Ee pe 5 Ä 1 
Hierin is r de afstand van naaste buren en Ân 5 Ë Ei voor 
J Tij 
een rooster met afstand tussen dee buren gelijk aan 1e Ân 


is een voor iedere struktuur typische eonstante, die althans 


voor gehele n nardie: aan de hae vt constante kar worden 


berekend voor EN waabden van n ook eel door directe somma- 
E Ar at 


m5 


tie). 
“Het verleöp: van ve) als Functie van de afs tand tussen 
naaste buren r is als walt: | 
vr) Voor de evenwichtsaf stand 
ä | Te, bij T = 0° geldt (klassiek 


gesproken): 











5: = 0, Hieruit volgt 
dg OE EN : 
OE, 
nAAË 2 
ie FEI + 7 = 0. Duss 
_ De A 
AÀ = Ee rÌ 1 e 





ze f 1 
Zodat V(r) == EN (: = E)- 
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„De totale bindingsenergie, van het, rooster (N paren tonen) is 


Hen ida ve ORE mt à an 
Nae® oe a se . : 
za U, ze N.Vv(r) = 3 ze (é R 6) E 


% o 
In het volgende tabelletje is.öe berekende Hadelung energie 


(alleen Coulomb) vergeleken met de gemeten bindingsenergie 


(in keal/mol). 


gn U, (Coulomb) = U‚(exp) 
« 4 . . 
NaCl O7 pe VOE | 185 
NaBr 195 175 
NaJ | 180 166 
CL he 185 164 


We zien hieruit dat de Coulomb energie ongeveer 10% groter ís 

dan de experimentele bindingsenergie, Uit de formule voor Gn 

volgt dan dat n van de orde 10 is. De afstoting verkleint de 
. das A Eet Bn 

Coulombse bindingsenergie dus met ongeveer 10%. 

In plaats van met Experimentele waarden van de bindings 


ä ’ En a 
energie kan men ook werkem met gemeten waarden van de (iso- 


thermo) ecompressibilitcit, die gedefinieerd is als: 


waarin V nu het volume voorstelt. Bij lage temperatuur kan 
men calorische effecten verwaarlozen (de soortelijto warmte 


is zeer klein) en men heeft voor de inwendige energie U: 
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au. 
ete Et 8 , 
at) 
ET o 
Ì Lonne Fe] es 
5 als Jh 0. k 
er NE 5 € . me 5 
Voor NeCl is V = 2Nr , 
au _ AU or ado au er % 22u Lars” 
zt . TEN en en € ri AT . 
av r Ĳ ove r Bv or \97, 
Rite je 2 2 
Verder EE 68r?, 2e) ziek … F (Eje dn, 
\9V/ ener 87) 18Nr 
Ì 
Voor r = r is Zn = O0 dus voor T = 0° 
o or 
& Ge Dan, 
5 Lanr, r=r 
Nu was 
‚M  gef Nn er n(n+1)XA aac? 
UN ee) nj 
3 \ Ws] 5 id 
\r _& , Be pet ee } 
El ded 92 
Verder was AÀÂ = Ee ge Hieruit volgt 
ee: n Be Cn SRD 
(ay N 1 5 
ae NE; r Le … 
\or? Ni ui (n-1), sr (2=0 )-= (nei) En nd 
ee hee B Po 1ör, 


Uit gemeten waarden van ren x volgt dus weer een waarde: van 
n. Op pag. 80 van Seitz vindt -men voor es alkalihalogeniden 


een tabel van waarden van n,: die vendeend: wide uit compressie 


ee E . f Oo … 
biliteitsmetingen,. die naar T = 0 K werden geextrapoleerd,. 








‚8 
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Bv. NaCl: & = 3,5.10 blom /äyne n=1 4 


Lennard=Jones bepaalt waarden van n uit de toestandsvergelijt:ing 


van edelgassen, in het bijzonder uit gemeten ‘snarden van de 
e . E bhi . ‚ 8e 
2” viriaalcoefficient. 
Al deze methoden leiden tot waarden voor n die niet ver 
uiteenlopen. Men. bedenke dat een verandering van.n met. éón 
eenheid slechts een verandering van de bindingsenergie met 


1 â 295 oplevert, Ook is het waar dat:de afstoting strikt go- 








nomen níet door zo n simpele r=-afhankelijkheid kan worden bee 


schreven. 


Als men nu n bv, uit compressibiliteitsmetingen bepaald 
heeft, kan men de berekende bindingsenergie wat selen mes 
metingen vergelijken. Men vgl, bv. Seitz pag. 80, Dekker PES. 
122, Voor nauwkeuriger werk vervangt men vaal de af stotings=- 


ON NEE KEN es ie Wen Ke” 
term ==: door ten exponontielë wet, Ook breùgt men dan de 
wr : een À const . De p dede 
Van der Waals áinteractie 5 ee in rekening en tenslatte 
r 

corrigcert men voor de nulpuntsenergie. Voor de alkalihaloge- 
niden geeft bv. Seitz pag. 88 een uitvoerige tabel, waaruit 
de grootte van de diverse bijdragen is af te lezene 

Zulke-naúwkeurige berekeningen, inclusief de kloine eorrec- 
tietermen, zijn noodzakelijk als men door berekening wil uit- 
maken welke struktuur het, meest stabiel ís voor een gegeven 
_donenkristal, De verschillen in bindingsenergie tusson âe di- 
verse strukturen zijn nl, rmaar klein, Zo bv, geeft de CsCl- 


struktuur voor dezelfde r, slechts een 1% grotere Coulomb- 


energie (sterkere binding) dan de NaCl struktuur, maar aan 





Elastische constanten. 
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de andere kant zal de afstoting van 8 naaste buren ook sterker 
zijn den die van 6 in de NaCl struktuur. ien heeft zelfs ge- 
probeerd te verklaren waarom CsCl bij 445°C overgaat:in de 
NaCl-struktuur en getracht de overgangswarmte.te berekenen, 
Hot succes van dit soort berekeningen is tot dusver niet erg - 
groot en daarvoor zijn verschillende rodenen, Een klein beetje 
homopolaire binding zal altijd wel aanwezig zijn. Verder zijn 
er z8e driedoeltjes;, vierdeeltjes krachten, etc, Ool: mag men 
niet verwachten dat de ioner in cen gristal nog. zuiver. sfe 
risoh symmetrisch zijn, al moet de ladingsverdeling wel: de syu= 
metrie van het kristal hebben. 

Tenslotte zij vermeld dat men (het cerst Lowdin 1948). ook 
meer fundamentele berekeningen voor ionenkristallen gedaan 
heeft op basis van de guantummechanioca, wearbij geen empirische 
grootheden als rooster=constente of compressibiliteit worden 
geïntroduceerd en waarbij men roosterenergie, roosterconstante, 


elastische constanten ete. a priori berekent. Daarop gaan we 


‘hièr niet verder in. 


Hieròver zullen we maar kort sproken. In Kittel wordt or 
een hoofdstuk ben II) cha gewijd. Vgl. verder vooral Born= 
Huang ba Peièrls. 

Elastische constanten zijn de constanten die optreden in 
de lineaire relaties die bestaan tussen de spanningstensor en 
de deformatietensor. Ik wil ere kort in herl amel brengen 


hoe deze tensoren worden gedefinieerd, 
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Spanriingstensor eije d = X,Y,2). Bekijk in een medium een 
vlakje Loodrecht op de-xeas, Als hot medium gedeformeerd is. 
oefent het deel rechts van het vlakje een kracht uit op het. 
deel links ervan. Deze kracht is cen vektor met componenten 


oe 


Kox s … (gemeten ver opporvle eenheid). cr is gen nor- 
ext Uny? Pz (Bemoten r ppervl. ec ). Tex 


naalsparnning, OJ en Jo, zijn tangentiële spanningen (shear), 


xy 
Dé kele spanningstocstand in een punt kan zo door © groothe- 
den vorden beschreven, die nog van de plaats kunnen afhangen, 
Eebben we een vlakje smet: willekeurige oriëntatie, loodreekt op 


N ijk : : n 
de eenheidsvektor nafeomponenten a„B,y). dan ziet men gemakko= 


lijk dat: ee 


= ie Be hie + at 
Ore LT vx Br vg 


ed = ag kof +_YT 
up Op Ar 


nz ez Ps Yo „z 


Verder volgt uit ven beschouwing van het moment van de krachten, 
die op een infinitesimaal brokje mediun werken dat do spannings= 
tensor symmetrisch is, dus Jd. , = Tss+ 
ij Ji 

Deformatietonsor &, ze Bij een deformatie ondergaan de pane 
van het medium een klvinc verplaatsing. vakan 

Als de verplaatsing van een punt X,9, 2 aangeduid wordt door 
Es eG (die nog functies zijn van de coördinaten) kunnen wo 
in een klein gebiedje om de oorsprong van het coördinatenstel- 


sel, schrijven: 





21 
Of wel: 


3 

u 
presen, 
nj 
keb Ke) 
et Ne 

La 

Kad 

o 

+ 
oi 
ge, 
fab} Tet) 
cl 
Di 
ek 
Nt 

N 
Kes 

Ed 


+Itf2E, An) „ ' n „42, 2 
k \5y* 5e) B We Dd d 92 * òy / 


De verste term rechts: Es 210’ Go ) is een: infinitos simale transla- 


tie van het hele gebiedje, de 2de term reehts stelt oen infini- 


tesimale rotatie van het helo gebiedje voor en de Sóe term ten- 


slotte geeft de eigenlijke deformatie aan, Deze wordt beschreven 


door de symmetrische deformatie-tensor Eys waarbij 


€ sr Al 


e Ee stelt voor de relatieve 
xx âx’ xy à : Hon XxX i 


longteverandering van een vozeltjo langs de ed ey * meet de 
helft van de verandering van een aak: hoek tussen Ke vertoren 
die vóór de aeformatie langs x- en y-as lagen. 
Keen en de spanningstensor T, 23 en de dcformatietensor EE be 
stad bij kleine deformaties lineaire relaties (an het Engole 
de stress-strain relations), die een generalisatie betakonen 


van de batons wet van Hooke (verband tussen eze okt op: “len uit- 


holen van een shan) 
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oe je daigkr. “ei 
8 ET het: 

He eoöffioiönten Saen elastis cha. „constanten, ze vormen cen 

Bede van de 4° trap, symmetrisch in de eerste 2 en in âv 


laatste 2 ronde 


a de : se . kn 4 ik 


sak voert men een iets ronselde metstde- in: 


Pxx = Ess Evy = Sie, Ei = Ezs „7 ae “zy Ep Sen = Sz 


u 


eg en evenzo voor de o' si dus oc , = cte, 


€ 
XY Xx To 


De lineaire relaties kunnen dan geschreven worden uls: 


6 
En or ze 3 


In de es toont men nu aan dat de deformatic= 


energie per volume eenheid 


Een ak ae ed 
Hed re ED ae bo nek NAT ». 
1) 





Ee Es it 
da at: Cs. = dE 3 
hieruit volgt dan det Ooij zoe, 0 54 


Het govolg is dat er hoogstens ‘21 verschillende es 
constanton nijn en “voor kristallen van He laagste syagetrie- 


p De N 
itn Übeikitens kristallen) zijn” er isderdaat 24. ehh We 


eohter een kristal uit cen tense met hogere byanetrie dan zijn 


deë à1 elastische Senn inten niet bnafhankelt ie. Voor cen 


monoklien kristal zijn er 13 staatleoke constanten en voor een 
ibisoh kristal ziot men met’ behulp van synnetrieboschou: ringen 


“dat (ais ENE in a kub wart? ohti ngen wordon gcnonen) 


Taa” Ae “an Sia Tos or 5 di = O55 7 S5e PP 


de overige zijn nul, In een kubisch kristal zijn er dus slvehts 


& onufhankelijke elastische constanten. In een isotroop medium 


ta 





bv, een metaal bestaande uit microkristaltetjes, blijven cr 
slechts 2 over, waarvoor men meestal neemt de relasticiteits- 
modulus & en de dwarscontractieconstante van Poisson yv. 


. 


(os; = Lue, 3 + MO; s(eateagtess)» X en p zijn de zg,,elasti- 


sehe eonstanten van Lané, 2u =D N= ETD ICE ). 


Indien do krachten tussen de atomen gegeven zijn, moet men 
‘uiteraard de elastisohe constanten kunnen berekenen; Born én 
anderen hebben deze theorie inderdaad ontwikkeld. Hij is het 
best toopasbaar voor ionenkristallen en voor: molsouúlaÂre kris= 
tallen, omdat daar de wisselwerkingen het eenvoudigst en het. 
best bekend zijn. Omgekeerd geven experimenteel gevonden waar- 
den van de elastische obnateuben (die mer onder anderon bepaalt 
uit de voortplantingssnelheid van’ elastische golven ‘ir het ne 
diun) inlichtingen over de aard van de wisselwerking tussen de 
atomen. | 

We gaan nict in detail op de theorie in en Vonne ren atadite 
één belangrijk punt. Als dé kräohten tussen de atomen dentralo’ 
krachten zijn en bovendien elk atoom in het kristal ‘ven symmüe- 
triecentrum is âan kan mon voor een kubisch kristal bewijzen 
dat bovendien nog eig * o,gs Dit heet de zatetla van Cauchy. 
Omgekeerd geeft het al dan niet vörvuld zijn van deze relatie 
= als elk atoom symmetrieeentrum is'- informatie over’ de aan- 
wezigheid van niet=-oentrale krachten, Het blijkt nu dat voor 
metalen de Cauchy-relatie over het algemeen niet op gaat (vgl. 
tabel Kittel, Pag.95). In NaCl is aan de relatie veel beter 
voldaan, bij lage temperatuur is er echter toch nog een ver- 


schíl van 10% tussen c en oa Bij Mg0 daarentegen is bijna 


12 44° 44 
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2. x 20.:groot als Ogre Dit wijst top het bestaan van niect-centra= 


Ae. krachten (covalente bindingen?). 


Ditlektrisoho sikendshenden’’ van tonenkristellen. 


(vg zle' HOTEL EAd Gurney Ch‚I, Kittel Ne, en 8, Born Haute 8 e). 


ke zullen nu iets behandelen van do theorie van de dielet- 
trische constante van ionenkristallen, gpeciaal van de clkoli- 


wadaggaidene. , ent a nd : ed & 


EET bte 


De Aiötertrische, constante, „voor statische velden en voor. 


lage frequenties (oa dermondentden) die we €, noemen is voor 


deze Brip van de. grootter „orde 5e. Aan de andere kant ‘is voor 


_d 


Licht van „grote golflengte, Re > 10.em) de brekingsindex onge= 


voer 1, 5, zodat de „diëlektrisohe ‚constante voor deze hoge: fre- 
guonties (nabije infrarood), die we e zullen noemen, ongeveer 
4,2 bedrcagt, Voor andere ionentbristallen zijn de verschillen 
‚tussen Ee) A Ee sous nog, veel moer uitgesproken, voor aard- 
alkaldoxyton is B 10, Ja ar zijn zouton, it Ee, tot 50 an 
zelfs tot 190, B EA EW 

Tabd lon op pas. 12 van Mott and Gurney, op pag. 35: vern. Born= 


Huang geven waa arden van Be en € voor vele ionenkristallsn. 
ds : 


nd vee Te 2 r 
“ehemat sch kunnen we het, verloop. va n.e;(of n ) als funotie 
van w als ENEN 
E - ; 7 ge F: nd ‘ En 
, ns Es 
ki ie 
# EE 
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‘ver änfrarood „arten, 
de wolter bk 1016 
fe) 
Anm:0 à-100p — NA > 1000 Â 


Er zijn 2 gebieden van n anonole dispersie, en in het ultre 
violet Taaie bij alie stoffen) en één, in het verre infra- 
Food (tussen kle en 100 we). Hoe kan men dat, gerlogp verklaren? 
Als we een elektrisch vera aanloggen weten de ionen gepv- 
lariscerd, de elextrononverdeling in elk ion opb rd vesteten 


in het uitwendige, dns vais Voor gees reqmentios is, doze elektro= 


nenpolarisatie entree. voor de so tele. polaris satie. 


Deze elektronenpolerisatie (tete aleen biksotersseie) 
treedt op voor alle freqguontiecs, behalve voor de zeer hoge - 


(voorbij het ultraviolet), hij levert wat we genoemd hebben 


ì 


EE 
eo « 


In hatte veldon) id bij dage GPORUDNDLEE, Vorden in het 


| 


… À ne « 


uitwendige veld de positieve en en eh ionen bovendien nog 


Ve Oe Ve elkaar verplaatst. Dit rat tot cer zg enden 
Lie, die ruwweg van dezelfde orde van grootte is els de elok- 
tronenpolarisatie. Als de Pfrecuentië van het aangelegde veld 

de eigenfrequentie voor trillingen van de ionen t.o.v. clkaer 


(n 101? = 1015 seo’) belangrijk overschrijdt, kunnen de ionen- 
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trillingen de veldwisselingen niet meer volgen en Belk ae bij- 
drage van de ionenpolarisa hak Weg. Boven deze frequenties zakt 
de diëlektrische constante met cen factor 2 of meer, ‘De kri= 
tische golflengte ligt in hot gebied van desdad In Ee stelt 
voor de MEL deiwische constante als de ionen op hun plaats 
blijven of slechts. +hormisohe hbo uitvooren en de elck- 


tronen nog hun woîïtoâted bijdrage geven. In het infrarood zoe 


wel als in het ultraviolet heeft mon een gebied van anoiuale 


dispersie (een resonantieverschijnsel), daartussen is de dië- 
lektrische constante praktisch eonstant en die waarde hebben 


we e_ genoemd. vaar: waar atekbiensd en ionen hun vollodige 


bijdrage leveren heeft € ils Bu Ee, . 


“Is het mogelijk’ de waarden van Ee, en e te berekenon uit- 
oo . 
gaande van atomaire gegevens? Eerst es de bi järag o van de 
elektronenwolk. Dit onderwerp went. ende op hòt college 


“Elektromagnetischè oigenschappen der naterio bohende 1d. Eier 


heel. korts 


Atoom’ of" don ‘in veld B, = m{e) cos wt. Goïnduoeerdo ed zene 


bp ef 
u = val,» waarin e(w) de polaïdsoorbearhoid voor froguentie, Wa 


- en cj 
5 oh h 


\ 


We nemen het z8. Lorentzmodel van e en Shed waarin het ekode 
tron harmoniseh net cigenfreguentie Wi om een ovenwiohtssta and 


(äe atoonkern) trilt. Beroe ings verge jkhne: 


ak à moÎx cal or ‚cos wt. 


orlo) 
Oplossing: x(t) = 5 cos. wt 
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ook voor eén meer fealistisèn 


Re Wid 


Eon meer algemene fornule,die 


atoommodel geldt en guantummechanisch:door Kramers én 


KE 


leisenberg is afgeleid, luidt: 





edt ek 
2 ak! Êf 
er k 
aw) = m P 2 2 
k & 


waarin wj de absorptiefreguentíies van het atoom uit de grond- 


toestand voorstellen en fe de bijbehorende z5. oscillator- 


sterkten (evenredig met de overgangswaarschijnlijkheid voor 
‘de absorptieovergang). De belangrijke oz liggen in het ultra- 


violet, Voor w << w, ‘kunnen we w in bovenstaande termuie vere 


k 
woarlozen en krijgen we een eonstante: bijdrage, 
On uit a(w) de AAölektrisohe constante e(w) te berekenen, 


d ter 


moeten we nog E, het, zg. inwendige veld of lokale vel 
: i : 17 eik 4 « 

plzatse van een ion kennen, 

In verdunde media (gassen) is B, = È (het macroscopische elek- 


trische veld). 


Dan wordt de polarisatie P = Nu = NaE, = Not SEE waarbij 


: oe Se, 
N het aantal atomen per em is. 


Pan hebben we dus: e(w) = 1 + AxNalw). 
n N N ee, _ Ai . 
In äichtere media is Ë, # E,‚ omdat elk atoom omringd is door 


andere net geïnduevorde dipolen. Ben goeäc benadering is hier 


het zg, inwendige veld van Lorentz: 


E=E + ZB. 4 le Ef 
Daarmee wordt: B = NaË, = Nai + B) .= Bu fl: 
z8 5 An 


hieruit volgt: 


elo). 1 AR 
sf = 5 Nalw). 
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Dit ‘is de we van Clausius-Mossotti of als hij wants oren 


schreven voor: de brekingsindex = ‚ de wet van SOEDAN ET 


Voor Zonenkristalten mot N Lonenpe ren per am” ANAEA âe 


betrekking: ek N EEN 


Sas En N (a, w) é e7(0)). 


ï At 


ta : =5 


Als we dit toepassen op ionenkristalten dan moeten ve om o 
ke r . _ \ N et ra 

te krk jgen:in bovenstaande formule voor ode waarde zul Ans. 

vullen? (nl, ver heneden.het uisravioletse gebied ran atomel 


dispersie veroorsaak” door de elektronenpozardrotia. …& 3ad% 


hier op freqventier. groot vergeleken mes: net igardod vaa Aert 
í ee 


verro infrarood. Vgl, eLgaus op-pàg- 20.) Men kan mu voor « 
waarden invellen die voor vrije iouen bekens..gi.j:. De ovärren- 
stenming me5 experimentAle waardar. voor Ee, darmutetoinan 1e 
niet volmaak. Men bedenke de E. ionen an kri stansen. was varvonm)' 
zullen zijn. Eehte ionen Han ook geen puntdipolen: 

‚ Aehorseaamboe nb voor ons àn ait sollege de bijdrage wan Cx 
ionenpolarisatie, Laten we dus ents Kijken naar ze Vorgerd ik 
voor het volgende voorn Born-Huong. ‘We vonterstorden. ds Hie 
weer de formule van Lerents. voor Heù Lnwend?g veld mogen toe 


‚Passen. Laten u, en u de. uitwáGsiagen cuit ode Svurmidahinetend 


van respectievelijk de pos deed eze ene negettere: Loner. zi Ane 


we onderstellen dat alle u‚(u_ ) onderling. gelig EREN ate 
Have length approximation), Als de áonen F zaarÂis aijn, Goa 


ze pe : », 


gelden de volgende vergelt? kingen: 
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BaN [zot =ú_) + (a va) | 
+ + 1 
> 
M‚Ù, = = P(Ù,-ú_) + ZeÌ, 
ä er _> jp 
MÜü = f(u,-ú_) = ZeË, 


i ke: a, en a zijn de statische polariseerbaarheden 
van de positieve resp. negatieve ionen, 

In deze vgl. is e de positieve elementaire lading. Als do ionen 
uit hun evenwichtspositie verplaatst worden door een elektrisch 
veld, zal er een terugdrijvende kracht ontstaan als gevolg ven 


de afstotende krachten, die voor kleine verplaatsingen evenre- 


dig is met de uitvi jkingen. 
MN M 
Als we nu invoeren: een (gereduceerde massa van 
à ke (. . 


+ en = ion) en w = (NH)2 (U) en ‘we E, elimineren, dan ‘kun- 





hand 


nen we bovenstaande vgl. samenvatten tot 
EEn z \ 
U e= b44w + b42ë 


_P = boy + book | 


waarin do coëfficiënten b de volgende gedaante hebben: 


E 
pd 
zet 


4 N(a,+a_) 


M 





22 An 
tt - Bae) 1e zN(a, ra) 


sat A 
k z Á N\ 2 
“\n 


2 
48 ej 1 - na +a_) 


Î 
Men kan nu periodieke oplossingen zoeken van âe vgl. (1), 
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dwz, men stelt: È = E‚ „Hot ek: = wett f - Biet, me eed 
gen dan 
oe En = 
WW = bv 4 bioë 


B = b W+ b Ë. 


Etänineer hieruit Ww en men. vindt’: 





ND | … 12 21 
P id \Paa -b een koi 
11 
Dus: 
Amb, oba Ee — Ee 
e (w) zi + Anboo danser 12 SE = € o Cdn ì 5 
ies ' Erg 2 BN 2 
11 i- (or 
o 
als we stellen: od 
is _ f "0 ee b Pig ni en Pt # E _ Je _i ai . , 8 
1“ Pig dE ora, @ 


DN is dan inderdaad de dielektr. constante báj logs” frequen- 
ties, laag vergeleken bij a 

ee” die bij “hoge” frequentjes, groot vorgoleken bij Oe W, ee 
co € 


- de intend di apeetdieftagtentte (val. figuur beg. 25). 
e =1 


Uit b =e kan men « + a in e uitdrukken en men 
22 An e ‚ if 


vindt dan zoals: te verwachten 


_ 4 
ET 5 5 N (ata) 


(val. page 20, de a's zijn hier de statische polarise erbaahe. 


den). Verder geldt daar 


…n 
IE 





ne (ata _) “ € +2 
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E “€ 0 2 2 2 e +2 2 
15 o An - 8 °o 5 IK ) 
a en N(a +a _) M 
ó ren 
5’ E_ =E Er ë B 
2 o eo NR: MM. . : je 
of: w. ee de . (5) 
Voorts: 
b44 s =o, zen ha 5 of 5 E == N(a +a )l== 3 oi Sn 
Ä ks 3 J EA Se 
€ +2 
ot Ea 5 (6) 
EE Oo € +2 
L eo: 


Ku ‘kunnen we f nog EN in de oompressibilitoit x, een 
waarneembare grootheid, Het zel auidori jk zijn at de torug- 
drijvende kracht eu, =u ) in onze aitsauderel. (pag.29). onmid- 
dellijk samenhangt met de dewtetie kracht tussen de ionen, 
Noemen we de afstotende potentiaal tussen 2 ionen o(r); dan 


volgt gemakkelijk (Born-Huang page 110, kott Gurney) Get 
j î 
4o (r) 


r 


be Bd br 
o 


waarin To de afstand tussen naaste buren, In bovenstaande uit 
drukking is alleen de afstoting tussen naburen ín reizening ge= 


bracht (bij NaCl.heeft elk ion er 8). 


Nemen we zoals vroeger: p(r) = en den Wertt # 2ri(n-1)A 
Yr 








n…-2 
Es 
2 K à 
Uit evenwicht volgt and = 2e, „dus X = En on ke ES 
o Re 
In -1 oe 
Bn ‚dus wordt f = # eg = mn 
Sr? rn à 


. cen : | ; 
bare sl. uitdrukking voor x onderaan pag.17, x is hier.genomen 


bij T = 0°), 
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Daarmee gaat (6). over in 


man men ene ee me een 


— Re Ke 
1 __M 2 en” nn A: 
x “Br, “Ee … à (7) 
o oo 


(5) en (7) zijn 2 relaties tussón de waarneembare grootheden 


Es ne Xx en we Het heten de Szigötisrelatioes. 
Wo is de frequentie waarbij infrarooddispersie optreedt, Val. 


Hable Borne KDAAg page Be, Voor NaCl bv. is w, = 5,09, 40 gen”, 


‘Het’ is tevens de Prdquent ie ‘waarvoor ‘de refleotie van Pek 
elektromagnetische golf totaal wordt. Men spreekt van Rest- 
strahlen of residual rays. Als men nl. get niet monoehrona= 
tische infrarode bundel HEERS ABELL EK decaan CTRL PLANAR 


Ln 


laat: ro leetandn dein blijft tenslotte slechts een bunde nes 


smál freduonttagsbied rondon Wo over Ge. ‘sorn-iuang, 8 10). 


* 


“Penslótte kunnen we uit (5) en (7) (A) tee slinineren. Wo 


vinden zo: 








ks je ie „2e He° ” RE: (3) 
Ee +2 ee +2 Om a ì 5 Aad 
[e) eo o 


Men kan de Szigeti-relaties experimenteel toetsen en daarmee 
„nagaan of het model voor ionenkristallen waarop we ons geba- 
seerà hebben bevredigend is. Dit-blijkt inderdaad redelijk: 


uit to komen. Vgl. bv, tabel. 20, pag.112 Borr-Euang. : 


Voorbeeld: 
5 ok 
0,98 NaCl 
gal ak Re : nr 
en z= 0,96 =: foor … KCE A, 
bas 0,89 RbC1 


Men vindt een uitvoerige disèûssie fet vörfijningen in heer- 
e wee 


1 


genoemd baek, Es 





ó5 


Laten we nog eens even kijken naar de vgl. (A).-%oläten 
nu niet een uitwendig wisselveld op het kristal’ väïlen, Dan 
kunaan woe de eigenfreguentios van het ionenkristal in de-lang=- 


goLvAge liniot kn dend nn 


In de olektrostatien golät: div (E AB) = hef 
zt “Anbo” 
div HE = ammmmnmennee div T. E, ae Ce kes 
1 arbo a hes 5 
kt " e erm … ® kedekel ij Cj WH z ’ Muls 
Ye splitsen nu: 5 2 Wyt Wj waarbij div w‚ 0 rot Wo 0, 


(t. en;l staan resp. voor-transversaal en longitudinaal). 

En En E ater ea 
UT F 8 ë . * 5 an ye ant A En Tt al: em 
We vinden dan: div TvÄr; div Wz of daar rot £ =' 0O(elek 





trostatica) Dn Ok. bn an eed 


| ! 


Leanbag ‘1 


ee 


Als we âit in (1) substitueren: 


TPiabaij 7 ) 4 Fot 
22 





dp E 
ie ker Pas 7 Ledrb 


Tu is de splitsing ven een vektor în ecn divergentievrij en een 


rotstievrij deel eunduidig, dus 


Ee = bt = 0 

We _ 11+ _— ee & 

bp in andy abos 

ie = ib, = zen =) of w of1 volgens (4). 
ae d dd . 4 Anbog hei 1, keen de Er 


We zien dat we „transversale oplossingen kri jgen 


io, t 
B 5 TE) e bis met, froauentie wy en longitudinale oplossin= 
ee EN 
_ 20 Ek, De 
Ë OV & 
gen W = ze e ne net troguontso o}f B Hierbij is 


id ‚@) bve een willekeurige funotie ‘van de ooördins ten net 
air & a) úw Sosaiait gevallen van ù,(F) en #@) zijn de 


vlakke golven, Dan worden het inderdaad precies transversale 





en Zengitedinale goden, respeatievelijk. 


Ge = Äe’ Rt „div We = AE.) ve ik, 7 O dus. & | HK’: träns- 
versaal, en„analoog voor de tongiïtudinate golven). 
B 
We hebben dus gevonden: OE =S Ops Wj-= Wo Ter Dit zijn 
oo 


de lange-golflongte limietön van de zg. optische rooster- 


trillingen. Merk nog op dat e (w, ) =@ en &(wa) = 05. zoals 


iv, 
ook äircot begrijpelijk is, uit de vgl. van de elektrostatioa, 
In hot bovenstaande hebben, we de wisselzorkingen tussen 

de ionen ‘elektrostatisch bonendord: Strikt genomen, ‚zou nen 


gere kakaenas iimadlnenkineen heeten nemen, dwz, niet. de vgl, 


van de elektrostüatica maar de henna et dhin vgl. voor de 


eleletrigohe en magnetische velden onde Baie. Pan 
[Ee 
blijkt nog ‘steeds Wy FW, es maar. voor de:transwversale op=- 


lossingen krijgt men gedore resultaten, We gaan hier niet ver= 


de 


der op in, maar verwijzen do geinteresseerde naar Born-iluang 


(88 en“Ch.VII). 


HOOFDSEUK III 


Thérmisahe eizenscha 





on van kristallen, rooStertrillingen. 
Behalve de-boeken van Seitz, Kittel, Eekman mt: Born-Huang 
„en Liman wil ik hier nog 2 speciale: referenties gevens, 


Cochran, Lattioe VERT GI, Reports: ön Progr. in en 28,1965, 


Hafadudin,- Montioll, Weiss. Ticory of lattice arnel in tho 


hermonfe approkimati oh Solië“State “PhysTès, super. 5, 1965. 


Ps re es ger ab 
an EAK! 





En 


1. Zheoricon over de soortelijke warmte van Einstcin en Debi je. 
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Pe ionen of atomen staan niet vast op hun roosterplaatsen, 
maar voeren een thermische beweging uit, Eun energie ast 
toe met toenemende temperatuur. Do soortelijke warmte van 
vaste stoffen is hoofdzakelijk afkomstig van deze thermische 
beweging. In netalen is er bovendien nog een geringe bijdrage 
van do geleidingselektrônen, dte we later apart in rekening 
zullen brengen. Het is reeds lang bekend dat de soortelijke 
warnte per gramatoon voor vrijwel alle vaste stoffen (althans 
bij niet te lage temperatuur) praktisch eenzelfde vaarde ‘heeft, 
nl.» 6 cal per graad per gramatoom, (Wet van Dulong en Petit). 
De bekende verklaring van dit feit is als volgt: 

ear dens stof wordt opgevat als ven stelsel harmonisoho 
oscillatoren in tenperatuurevenwicht. De energie van zo'n os= 

. 2 f 

eillator is Bn de + bex2 

Volgens de statistische meehaniea is de waarsehijnli jiheid 
dat bij temperátuurevenwicht zo'n oscillator met pen x in 


het clementje dp dx van de Pfaserúinte verkeert, evenrodig met 
E/KT ax. 


ee ee : De Arnd 
De gemiddelde energie ven zo'n aescillator bij temperatuur 7 


is dan 





z Ë en he 
waarbij # = ij KT apax. de zg. toestandsintegraal is, 
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„In ons geval is … É dln 
“hoo 2 eo : it 
| _” ZmkT le : fa . 
2 ej e. dp e * dx = 2nkT Ve, daar 
“oo _ CO . ef 
eo 9 4 
Af E 
| a dx a 
PEN : 
Dan is 
log Â = log T + const. 2 os et Ae 





<E > 


u 

ad 
A 
ze 


Iedere bijdrage tot de energte díe kwadratisch in &e impulsen 
ef in de, coördinaten is, is"gemiâdeld bij temporetuur gelijk 
aan HT (vet van equipartitie). Bij een harmonische oscillator 
dragen de kinetische en de potentiële énergie elk een bedrag 


EkKT bij. 


o 
ch 


De inwendige energie per gramatoom: U = SNkT, waarin & 
getal van Avogadro, Elk atoom wordt nl, gerepresenteerd door 


5 lineaire oscillatoren: Per gramatoom is dam: * 


, pn au om Ne 8 4 5 an 
GC, "qr = SNE = SR > 6 eal/gread, 


Het is ook revds Lang bekend det de boven afgeleide wet van 
Dulong en Petit voor lage temperaturen niet opgaat. Bij dalen- 
de temperatuur gaat cn —> 0, In 1905 heeft Einstein dit feit 
verklaard als een gevolg van de quantuntheorio. Het vas dn 
van de eerste grote successen van de quantumthoorie. Binstein 
vatte nog steeds een vaste stof op als een systeen can ongekon= 
pelde oscillatoren, alle (voor een stof uit, éón soort atomen 
bestaande) met aczelfde eigenfrequentie w. 


ë 1 n en . 
Nu kan volgens de quantumtheorie zo n oscillator slechts in 





de volgènde ‘energictoestanden verkeren: 


n 


B = (nst) Aa n= 0,1,2..….. 


In plaats van do toestandsintegraal komt nu de toostandssom: 








oo er 4 ä e a 
Ek o7 (a+) rp De a ztop 1 
5 dze OE 2sinhrop 
n=0 E p 
EN PN | KE 
waarbij B = zp: Dan wordt voor een oscillator: 
je 
Pe (nt) woe” (n+£) hop 
De kr SAE 


BN ) (ark)rop 
of s | 


: Tu 
<E> = ziw coth hup = bho 2 ki 
sE 





Tw eK 
C_ = Bk (rag) 2 = sNk e_ {DS 
v / „2 DE \ EE) 
{Hw \ eN 

Le „1 | 


\ 
Pr heet de funetie van Einstein. Het verloop van An met Ù is 
sehematisoh als volgt 
"Als kT 55 hw gaat C, naar 
de klassieke waarde B5Nk, 


Ze Es PO gaat ook CG, > 0. 
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Als kT niet meer groot is vergeleken met 0) doet zo'n oseil- 
lator niet mcer volledig mee in de zin van equipartitio. Men 
spreekt wel van onhsardÂne. De geodhebkte theorie van Einstein 
geeft ook een verklaring van het-verloop van het vibratie- 
aandeel van de soortelijke warmte bij 2 (of meer-) atomige 
molekulen. ee Oe | 

Om een zekere zenden bij het oes te krijgen {bij 
vastc stoffen) noet w in het gebied van de ver ánfrarode fru- 
guent ies dundea ee. Het blijkt dan, dat terwijl voor hogere 


temperaturen (f > #) experimentele en theoretische kronmen 


E 


goed eangepast kunnen worden, dit voor lagere temperaturen nog 
niet het geval is. De Einstein-kromme ‘gaat exponentieel acar 
nul, terwijl experimenteel gebleken is dat voor lage tempera= 
5 : 
turen CG, a TT 
v 

Deze discrepantie zit in de te eenvoudige onderstelling van 
Einstein det alle atomen onafhankelijk met dezelfde freaguentie 
zouden trillen. In werkelijkheid vormt een kristal, zoals wo 
nog zullen zien, een systeem van met elkaar gekoppelde oscil- 
latoren. Denk aan cen stelsel van onderling door veertjes ver= 
bonden massapunten, We hebben te maken met hetuit de meochanie 
ca bekende probleem van:-de kleine gekoppelde trilláíngen. “oáls 
we zullen zien zijn er een groot aantal verschillende fregquen- 
ties die gaan van nul tot een zekere maximum waarde, “e Eunnen 
spreken van een trillingsspectrum, Stel eens det het freguentio- 
speetrum van de kristaltrillingen gegeven wordt door de functie 
s(w), dwz. het aantal trillingsfrecuenties in het interval 
W - Ww + dw bedraagt g(w) dw. Daarbij moet 


max 
s(w) do = IN als we een kristal met N atomen bekijken. 


le} Omrmimn, En 





dead EE 
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We vinden dan: 


De vrijo energie 


W ì 
5 Î m. 4 ie 
F = = kTlogZ = kT 5 log2sinhstw ‚p a RE | sCo)roezsanngnapan 
: eh In 
Ae 1} 
Te | sa) Ehweothfrupde 
® 
W 
„A Tw 





Co, =k ) slo) (wg) ° PoE dw. 


/ ET 


In de klassieke limiet A» 0 of kf >> hw, vinden we veer c, 
weer de waarde SNk onafhankelijk ven de frequenticdistributie 
gw). 

Wat is nu de: gedaante van rd 
Hiervoor heeft Debi je (1912) eerst con eenvoudige bessle datk 
gegeven, door af te zien van de etomistische ee van het 
kristal en het dzarentegen op te webben als een continu en 
isotroop elastisch medium, Daarin kunnen allerlei elastische 
trillingen dpvreden met alle mogelijke frequenties, lage Êfro= 
guenties als in geluidsgolven, hoge als in het: eni he ab= 
doentdnne eten van” domenketetälten: In een eontinu hed dui 
lopen de iet ehh van O tot @ . Debije houdt Kees in zo 


verre rekening nst de bemmds alam btine dat hij het reünie. 


spectrum afkapt bij een maximale frequentie ws zò dat 


| so) a 5n. 
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ie de Weste va Debije moeten we dus de mogelijke tril- 
lingswijzen onderzoeken van een .isotroop elastisch mediun; 
elk daarvan wördt opgevat als EE harmonische oscillator, 
waarvan de gemiddelde energie bij temperatuur T gegeven wordt 
door fhw cothtwp. 

Beschouw een grote kubus met ribbe. L. De begrenzende vlak- 

ken liggen bij x= 0 YJ=0 Ze0 x=L y=L 2 = D. 

De elasticiteitslcer laat zien dat de bewegingsvergelijkin= 


gen ín een homogeen en isotroop elastisch mediun geschreven 


kunnen worden als: 


2 
p 25 = HA + (u+X\) grad div ù. 
dt 


. . . bee . 
Hierin is u(x,‚y,‚z) de verplaatsingsvektor, p de massa per em 
en u en \ de reeds vroeger even genoemde elastische econstan- 
ten van Lamé, 
EIS « N « _ 
Hieruit volgt als we splitsen: U = U + Ca met div U = 0 

Per d 

en 
lend 2 
U, 8 u 


p z= = HAU p Ss (Bah) Ále 
ne te en 1 


0 








@D 


Dit zijn golfvergelïjkingen voor resp. transversale en longi- 


tudinale golven. Oplossingen zijn: 


iq.r-icsat 

, iq. r=icga 

U, =k e | Me Ed = 0 en Ce, EE 
id.B-iogat. te a 

ú, =È e AL ‘met B UK: en cj = mrsa ons 


ey en ej zijn de voortplantingssnelheid van de transversale 
en longitudinale golven resp. Bij de transversale golven kan 


men nog 2 onafhankelijke polarisaties onderscheiden. Nemen we 
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als randvoorwaarde dat u op de begrenzingsvfakken nul is, dan 
worden de oplossingen van âe golfvergelijkingen gegeven door 


staande golven: 











nynx nory nerz —iw,t ‚ 
Ee 1 p 2 s KS) t k 
Hij, A sin LT sin sin == e met ny Aghz posi- 
tief geheel. En analoog voor ú,- 
Dan wordt de frequenties 2 
Be (a? ) 4 
ES: jpg 


In de ny Aohs ruimte geeft Laet roosterpunt (punt met gehele 


coordinaten) één longituäinate en 2 besien void ldagerdde 


zen. Noemen wo het mantel beiriahedntnen met draiwntide klei- 
ner dan w G(w) en nemen we een bol in de mja 2 welk net 
straal R LE do Eik wobsterpuat binnen een oetant van ERR 

bol geeft een trilling met frequentie kleiner dan w‚, Dus: 








5 5 
EEE de dk 
ORE EEE Ei nn p 53): 
1 + 


Voeren we nog in een soort gemiddelde voortplantingssnelheid 


door: 5 5 n + 5 dan wordt (V is volume kristal): 
e 07 E ee 
xe 


en het frequentiespectrum: - ie HE me es 


Bag 


8(w) = ar V voor ww <w. 


arne 


w. volgt uit: 


= N 
iN ú de = SN of d = Bo de 
2 5 Vv 
2 o 
0 
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We kunnen derhalve ook schrijven: - 


2 

sle) = 9 N ze O<w<w, 
w 
m 

s(w) = 0 We w . 


We vinden nu voor de inwendige. energie 


ú) 














m, 
oe 
U = s | (Gro + an ) ù de 
e= 1 
En tnt. tant 
A (KT KT Ox 
= BN, ® INAw, Foz) | > mer a dx, 
Nr, : 
of als wo —== = OQ noemen, de zg. Debije temperatuur, 
| 4 O/T 
U = ENkO + ONKO (£) de ax. 


De eerste term is de nulpuntsenergie, die overblijft bij 
e= o°x. (Het is de som van de nulpuntsenergie shw der oscilla- 


toren, ) Voor de soortelijke warmte vinden we” 
z O/T 


C,= one ( (3) lr Et En) äx = 5ilk 0 


waarbij 

5 Ax d Ede 

D(y) = SI Et dx de Debije-funetie' genoemd wordt, 
ej 





Speoiale gevallen: 
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o/T e/T 
ref — ES zär=| za 52) Ge Gl 
de” A _J: 23 
„O0 
o/T 
4 x ir 4 x ee 
<< ® | x 5 | = 5 zg âx e= ze Ear = 
e „1 e -1 
o ( ) n=i o 
= 41 A jn 24 z 5 ann 
à ) 4 7 90 ” 15 
n 
1 pe 
Vv 5 ® ee 


d, ie B, gaat als T5 maar nul, zoals het experiment ook leer- 
de. Op het eerste gezicht geeft de theorie van Debi je merk= 
ee goede overeenstenning met de SxPerlnen tds, gegevens. « 
over de voorteltjke wewt. Vergelijk bv. Kittel, pag. 128, 
150, Bij nauwkeuriger beschouwing van de experimentele gege 
vens blijkt dat men wel tot zeer lage temperaturen (enkele ox) 
moet gaan om een zuiver T°-gedrag te vinden. In de praktijk 

past men de experimentele C,-kromme in de buurt van een zekere 

T aan bij een Debije-kromme en vindt ze een waarde En ©, Dan 
blijkt dat de waarden van @, die zo verkregen worden in de ver- 
schillende temperatuurgebieden,;, niet kelemaal constant zijn, 
maar nog van de temperatuur afhangen: Devariatie is echter 
niet erg er Glebaal hae aen is de had van Debije goed, 
dede: ook een redelijke verneemt tussen de meerde van © 
gevonden uit soortelijke warmte metingen en die berekend ded een 
geschikt gemiddelde van elastische constanten, De Däbtisetanser 


ratuur @ blijkt zo een zeer bruikbare parameter, die oek bájf 


andere preblemen in de vaste ‘stof theorie, zoals elektrische en 
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thermisocho geleiding, röntgen- en neutronenverstrooiing, Hoss- 
bauereffect, eto. veel gebruikt wordt. Hier volgen enige ka= 


rakteristieke waarden (Kittel, pagi152, Seitz, pag.110): 


C (äiamant) @  1860° 
Cu NT _g15° 
Ag 215° 
Au 170° 
Pb 88° 
Ge : Ba 
Na 150° 


De variatie met de temperatuur blijkt uit de volgende tabel: 


„TT © 7 0/6 b, _ TT 0/12 
ndr * 180 172 162 
Ag ZHË OPS rte ze 209 
Cu 18 BAY 519 
Pb: … BB Br es 85 
Na 150 159 — 


Vergelijking tussen waarden van © uit thermische respectieve 


lijk elastische gegevens: 


Cim a p pd 
E T(in *K), _ @(thermisch) E o(elastisch) 
Haot «vr -4û ie oe d 308 este A B 
KL + Ei. 8 Ee 2 850 Oe 26 
Ag ° 4 "AAE 8 an GE 


Zn ne EE “308 5 © 505 








45 


Het frequentiespectrum g(w) ec we in de theorie ven Debije is 
natuurlijk slechts een benadering en daarom is ook de gevon- 
den uitdrukking voor de s.w. kwantitatief niet geheel correct. 
Dat het frequentiespectrum voor een werkelijk ke ks 
is (meer gecompliceerd), komt omdat Debije de AOL NLDRUE 
ware niet in rekening brengt. Bovendien is een rente lik 
kristal anisotroop, de golven zijn niet zuiver baohesreaet 
of longitudinaal en ze häbven goot hou tonte beortetsirkan 
snele GraANnke A JE van de nn Desohdanks moeten 

s 
we verwachten Hat de Debije theorie voor zeer hah temperatu- 
ren oorreot is, Bij lage ke kend sin namelijk slechte 
aalliatorsn met kleine frequentie, dw. golven met grote golf- 


lengte aangeslagen en voor lange golven kan “men een atomair 


medium heel goed als een continu medium behandelen, 


2 Roostertrillingen in een ééndimensionale keten. 


Born en von Karman hebben ook reeds in 1912 aangegeven, 
hoe men in beginsel de trillingswijzen van een uit discrete: 
atomen GREEN, kristal k kan vinden. In deze g zullen we it 
doen voor een ééndimensionaal kedakel. san 28e lineaire keten, 
aar eerst zullen we dit geval ter vergelijking nog eens bekij- 
ken op de“ manier van Debije, dus door het als een continuun te 
behandelen, Beschouw dus een elastische staaf, waarin longi-. 


tudinale trillingen optreden, Noem de uitpijking uit de even- 


wichtsstand u(x). Spanning F(x) en deformatie = hangen volgens 
de wet van Hooke samen volgens: 
„Alsje B an E is de elasticiteitsmodulus. 


Ox 





‚trillende eplossingen: u(x,t) = v(xje 
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De resulterende kracht op een lengteelementje Ax (met ‘toorsne- 


de. 0) is: EE 
 aê 
O(F(x+Ax) - F(x)) = E LE oâx. 


Ox 


Dit moet gelijk zijn aan massa pOAx maal versnelling ds, 
ot 
(p_ is de massa per worvnsnseiad. Dan krijgen we de golfver- 


ae die 
Se 8 
9 u Zu of au ee AB 2u 
Rik es: NK el 
dx ot 3x oe at 


waarin e = NE de voortplantingssnelheid van longitudinale 


golspn langs de staaf. Als we immers zoek en noar. harmonisch 


ak voldoet v(x) aan 


sol s 


a 
en en v = 0 
9 


iax 


waarvan de oplossingen zijn: e en e7*4* (of. sin qx en cos ax) 


met w = eze a heet het golfgetal en is gelijk aan Z E 
Om de Prequentiedïstribútie te vinden moeten we de mogelijke 
trillingswijzen gaan aftellen, Dit doet men door bepeelde 


randvoorwaarden in te voeren. De eet deuwlitteel see zijn: 


tenten van de staaf (ter lengte L) reet: u(0) = alte 


Dan wordt el = A sin ax met aL SR BS Ísdsdaares 
, ‚ 3 Roj lt Hel 5 EE bh sj Bj 
Dust onbe rn 


Hoeveel frequenties heiiaislas er in het intervallet je band 


É RC 
Be afstand tusken 2 opeenvorgende! frequenties is a raal: marit 


EE eilode = EE da ve breken nu het speotrun weer af bij 
„1 


w zodat er in tetaal N trintingsui jaen zijn ate er N atomen 


max” 


ep de lijn L liggen, Dus n heeft de maximale waarde N. Hieruit 


_y* 
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Rey ne 
volgt Ras dE Fes Wax =N ae el als a de roosteraf stand ís. 
Er, : ë EN ES _ Cn ZL _ 
tr is dus een minimale golflengte: \ nin = ek al Za, 


liek verband tussen q en w (de zg. dispersiekromme) en de fre- 
quentiedistributie g(@) zien er in de continuümstheorie van 


id 


Debije dus: uit als volgt: 


wa) Î | slo) 1 











b) Vaak ‘neemt men ook zg. Gates atrata, het eerst 
door Born en von Karman geïntroduceerd, dwz, en eist dat 
u(0) = u(L). Men kan zich deze randvoorwaarden Behenliseert 
denken als men het Reds dede lijn tot een stel vonägebo- 
gen denkt, | | | 
De oplossing van de golfvergelijking îs das ulzstd 5 Actax-iot 
met © = eze. Wil u(0) = u(L) dan moet qL = 2xj.met 


e 
Hâgeeeee. De toegestane q=waarden liggen dan 2 x 


_ 


J= 0, xÌ, 
zo ver Bien als bij randvoorwaarden els Om weer N oplossin- 
gen to krijgen laten we d Haen van = 5 + Íseeaee es + 5 (waarbij 
we N' even Sandee eten of q ven = ke tot …E | 

BEA dodfre ù hebben we Hu” 
2 oplossingen: q = 22 > dwz. 
een naar links ‘en een on 


“réehts- lopende golf. 
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Het frequentiespeetrum ziet er net zo uit als bij randvoor=- 
waarden a). Uiteraard kan voor een macroscopisch stuk kris- 
tal de preoieze keus van de randvoerwaarden geen invloed heb- 
ben op de fysisehe eigenschappen. De keus zal daaram bepaald 
worden door de vraag wat mathematisch het símpelst is, Meestal 


kiest men periodiekerandvoorwaarden. 


We zullen nu.het trillingsprobleem van het begin af atonis- 
tisch bekijken. Neem een lineaire keten van één soort atomen, 
die we nunmeren met de index m. De evenwichtsafstandà (roester- 
constante) is a, de ela etsen uit de evenwichtsstanden 
wienen we u De potentiële energie van de wisselwerking tus- 
sen de deeltjes Pl steed gaan we nu in een Taylorroeks 


naar âe (klein onderstelde) uitwijkingen uit de evenwichts- 





stand ontwikkelen: 

ä ze 4 a A 2 j 

E OV 9 Vv 

Fl U slisens) = VO Oeas) + ) (5 u +4 ) ana) Uber den he 
À 1’ 2 | de ou . F 4 SU a 1 


5 k es jd \ 
De term Iineair in u, is nul, want ín evenwicht is ei = 0, 
a : Du /u =0 
“m 


Noemen we nog ae sh ‚ Deze coëfficiënten volgen, in be- 
\ou,dur/ md k 


ginsel uit de bekend enderstelde wisselwerkingen tussen de ato-= 
men, We breken de ontwikkeling af na de ivadselttache term, zo= 
als gebruikelijk in:de honde van de kleine trillingen. Hen 
spreekt dan van de harmonische benadering (neat kristal). 
In werkelijke kristallen moet men feitelijk nog oorreoties can= 
brengen (anharmonische correcties, zie Verdelen 

We hebben nu: V(u,,ug-..) = constante + 4 ) Aan“ 

ml 
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En de beweginësvergelijking voor het atoom m wordt” (it is de 
massa van de atomen). 


ae ak ) Ant dje 


1 

Bij deze vergelijkingen denken -we hetzij aän een oneindige ke= 
ten, hetzij aan een effectief. eindige keten (N atomen) met perio- 
„dieke randvoorwaarden, dwz, we herhalen het systeem van N atomen 
parloosdk, zo hid uu . 

“Aal stelt voor de kracht uitgeoofend op atoen m ols atoom 1 
ee uitv jins 1 heeft. Hieruit volgt: | _ 

a) Anr = Arm = Alla-al), deze a ama ee dn 

| absolute verschil van n en 1. We zeggen dat de bewegings- 

vgl. invariant np voor translaties, dwz, hij blijft de- 
| zelfäe als we alle dnätoen met hetzelfde gehal vernoerdee 


ren. Zo'n vergelijking heet ook wel een recurrents be- 


trekking, 


b) ) Ânl = 0,, immers als alle ujs gelijk zijn, moet het 


1 sä LJ : ie n 4 2 
rechterlid (aat de Eno SDE m geeft) wel nul nan 


EN 


We zoeken naar de oigentrillingen van de gekoppelde trillings- 


vergelijkingen, vake, HB eer arn oplossingen van de gedaante: 


u = 1e) e “OU Dan moet nm 
m m ee , 


mw Zul) Ns ke) a zake Lg nk 


mb 1 
B A 
‘Men kan deze oplossen door’ te steïten: ul®) - gonst, o1tt2, Dan 
moot 


Mo = \ a(ietete = ) +) eos qla (A(L) = A(-1)). 
L , 











50 


Zo' n „oplossing stelt een golf voor die door. het rooster loopt 


met tasten g en frequentie Be 


De mogelijke waarden van q vinden we weer door periodieke 


randvoorwaarden te nemen, Un = Unen? dan moet a ale 1 en 
Gge as d 8 =d Sr met j = O, +1, +2,..s We kunnen nu a be- 


perken tot het interval 


Roe 
ek: 
want als Jebij q een veelvoud van En optelt, En u, niet. 
We hebben dan a; = ä —E not 3 ze el + Îseeeet 5 pC even ender- 


stelá). 


Er zijn dan precies Ĳ toegestane Ge waarden in het ge- 


neemde interval (aat el de iste Brillouin-zone heet), we heb= 


ie 


Baan acnee datt het goede aantal eigentrillingen, 


“Srmsrhins: De vorm van ‘de oplössing” häaden” ‘we a priori wel 


iuanen ‘voorspellen uit de eigensshap van translatieinva- 


Btantio- der vengeltdietneen, De entosntueen e dq zijn 


nl. eigenfuneties van de translatieeperatoren. Deze zijn 


gedefinieerd doer: T u = u ‚ De versehillende tú s 
nm mn ie: 

sonnUberan hinne mi en T TE, Dd bm Onze vgl. kunnen 

we Sabata ans Fu = 0 u is een één kolonsnatrix be- 


. Ee dE ’ 
ns uit de In s. F is een co Siartante matrix. Dat de 


vera LE die cingen ‘translatieinvarient zijn betekent dat r 


commuteert met de 1 5 Ze hebben dus con gemeenschappe=- 


s Sr . ® = et e == En « 
lijk stel eigenvektoren: T, Un U ha Nue Ree \ u 
Oplossing: u e, Tu, Anz. à = e*Uê (de exponent moet 


wel imaginair ‘zijn anders wordt u + als n > ce). Nu 


m4 n 


volgt de = Ì Ti = d iN Vergelijk voor dit Weinreich 


| hide „Dd 
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We hebben nu dus de volgende N oplossingen van ons trillings- 


ë 


probleem gevonden: #: En 


iq „ma 
nr B re ABe en Ee 
us) 5 u(t) ë as =d To j zn B beent 


waarbij dan de u(t) voldoen aan 


ee 2 2 en, ig ,le 
Ut) + w. U.(t) = O0 t Mw. = . 7 5 
sí ), Bj 3{ ) End mes. 0 3 ) A0 en 
1 
Door een lineaire transformatie, van de us naar de Ujs hob- 
ben we nieuwe coördinaten ingevoerd die harmonisch trillen, 
Als men q=waarden buiten de 1° Brillouinzone (- z Zas + 5) 
toelaat (dat mag wel, maar geeft geen nieuwe. trillingswijgen), 
dan kan men zeggen. et uit 
Mo = De A(1) state _ 
1 n 

volgt dat w(q) een periodieke functie is van q met periode zz, 


Als q + 0 gaat w > 0 omdat ) A(1) =-6: 


1 : 
Verder bewijst men gemakkelijk (omdat A{1) = Alz1))dat, voor. 
q= ä, 55 = 0, Voor a he EEn A we door ombnijdelk Den. Rd _ 


ow, Ee 2 
BEAR … De functie w(qg), de. zg. da sa 
CIN o Van Ta dj 


siekromme ziet sE dan, ate zoiet uits: 


elo) | 





anda P keedandh.s 


Goed 
Er Brillouinzone 
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Hoe ziet nu het das ike er uit? 
Op een Antara àa EAR kn Aa toegestane a- NER, q en 
=q ‘geven deelde w. Dus 


gla) do = WB aq 


slo) = 2 ze waarbij. $2 volgt uit: Mo° = ) A(1) oos qla. 


d 
„Nemen we het eenvoudige geval dat er alleen wisselwerking is 
tussen. naaste buren. Dan is A(1) = A(-1) = -f (zeg). 
SA(L) = O, dus A(O) = 2£, 
Dit geval doet zich Eer. voor als we massapunten hebben verbon- 


. Ke & 2 
den door veertjes. Dan is V = ) Cmt) 


m 
ce En OV en pe en rn > de 
Mü= u f (us u) f (u, Un ii) De dispersievergelijking 


Mo = Bf(dvoos ge) Af sie bie 


w = V Kd [sin 5 a | 
= M za , 


De maximale frequentie wordt aangenomen voor q = + z £ 
Af Ten ” In DN 
Wat É. De minimale golflengte N nin = Za; opeenvolgende 


deeltjes trillen dan in tegengestelde fase, We vinden nu. 





Nap nn Á Ne 2N ed 
dw 5 5) ak g(w) ‚ 5 7) ele ax 
a\/ w - W R\/w — W 
max m 


“max 
Inderdaad is | g(w) dw = N. Dit is er nu niet ingestopt 


o « 
zoals in de continuumstheorie van Debi je. 
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Vergelijk deze figuren met de overeenkemstige in de theorie 
van Debije (pag.47 ). Voor kipling eneenden, kri jgen we het 
continue resultaat terug: Als. q > 0, ‘sin zoa > zaa, 


w(g) NE oa. We zien hieruit dat Za; in de eentinuünslindet 
overgaat án 5 hetgeen ook blijkt als we de trillingsvergelid- 
king met de golfvergelijking roue Jen, 

Voor het hier beschouwde ééndimensionale geval (naaste na- 
brente weekdag) Ean men Le aeorteldgjke warmte he ane 


zowel in het discrete de in het continue akk In Kittel 


(oude druk aa 78) worden de zo werkers en BRE Lake det elkaar 
8 





hw 
vergeleken, Noemen we ee = ®, dan vinden.wes: 
tn Discreet: 
é 2 Î 
T groot: CG '= me (2 dE A met ane 
v ET Tad v \ 24 U, Bi 
T klein: bp Re 3 Nk 8 + Ee 6, en 5 Nk © zi . e. . 


Voor kleine T zijn beide uitdrukkingen identiek, zoals te ver- 


wachten was. ee aid 
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Fononen in een ééndimengionaal kristal. 


(vgl. voor verdergaande discussie ook H.H, Jensen in TA. Bak, 


Phonons and phonon interaction, Aarhus Summer School, Benjamin 


Is 


1964). 


a) De harmònisehe oscillator. 


te 
à 


Ik wil hier eerst herinneren aan een aa ariel belangrijke fòr- 
mules voor de harmonische osoîllator, zowel voor de klassieke 


als. voor de guanturmechandsche behandeling. 


2 
Hamiltonfunctie: H = Er + SmoZx. 


Bewegingsvergelijking: mk + mix = "0. 
““Oplossing: x(t) she OE , poiet 
p(t) = wins (aa tek Belet). 
A en B zijn willekeurige constanten, die bepaald worden door. 
de beginwaarden (t=0) van coördinaat en impuls 


„x(0) = A+B …-p(0) = =imw(A-B). 


We kunnen dus ook sohrijven: … … 


-iwt 





x(t) 


AET (pCo)-awe(o)) he k Tis 5 (Ortel) e 


p(e) 2 (P(0)-tmwx(0)) iet, + Ë (ati) aa, 


Of ook: 


x(t) = x(0) oos ot + 20) sin wt 


-mpx(0) sin wt + p(O) eos wt. 
é 


p(t) 
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« E 2 8 £ ; : pe se 
In plaats van x en p kan men als variabelen invoeren a en a , 


gedefinieerd door: 


“ EEN 
a= DET (p - imwx) en a =-i VE (p + imwx). 


Dan velgt uit bovenstaande formules voor x(t) en p(t) dat 





â(t) = a(o)e"tet ale = a“(o) stiet, 


‘Omgekeerd stins” 
VE [eee ee} (ooertet a" copertet] 
ple) = B (ser) AZ Leo iet a aop) 


z(t) 


| 


2 Lid 
H e= dn + Amo x = hwaa 


Dit is Auidelijk constant in de tijd, zoals het ook hoort. 
Quantunnechanisoh worden p en x wnd emd apen oren ed 
eommutatierelatie [p‚x] 5 ERE We definiëren de (niet hevuitie 
sche) eperatoren a en ze door dezelfde relaties als boven, 

Ze zijn elkaars hermitisch geconjugeerde en ze voldoen aan de 


eommutatieregel: faalt s 


De Hamiltenoperator wordt 


H e= E + Amo x° = dra(aat + a ta) es On a+ 4). Lek vo de 
genormeerde cigonfumotio van H eG) met n EB. 
Dan is n aan akk n 
Erde 
(ER) tate Mn (AP) 


en aaps = hers 
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waarin EH het palynoom van Hermite is, 


Nu blijkt (vgl. bv. college quantummechanica): 


sj 
oer eet sec 
a p,(x) = Ve P4(2) 
EE 5 vi 
(e'e an ee al(ala+1) o= (n+1) ale, Dus ap, is eigen- 


eh 


f 7 é i B 
functie van a a met eigenwaarde n+1. a , is dus op een con- 
gie ‚nte factor na gelijk aan @, +4 Die factor volgt aib de nor- 
% ' 
neringsois.) 


et 
Vandaar dat men a en a Jladderoperatoren noemt, a is een annie 
AE 8e 7 ie id oe / A nn Vie * 2 
hilatie, a een creatieoperator, Ze annihileren respectievelijk 
creëren een quantum Aw. Uit bovenstaande relaties volgt nu dat 


Fn 
oe) = EL 9 


vn! ii 
In het Heisenberg=-beeld zijn de operatoren tijdafhankelijk: 


in SE = la,n] = hwla,a a} = twa, alt) = PR ezel. 


ik en = [a';H] = hola',a'al = -Awa , a'(t)=a ze gen 


d.w.z. net als in de klassieke theorie, 


b) Enkele hulpstellingen, 


Als vploheangen van het trillingsprobleen van de Aimenise 
Ea - An : 
keten met pestadtets zandvoorwaarden hadden we gevonden: 


iq „ma 


uz) 5 Ds e 


waarbij u;(t) harmonisch trilt met frequentie @, 


Lok Kr Sn oe LR Ors 
(Me; = ) A° ) en waarbij a; rr (j-gehen). 


1 


57 


Men beperkt zich veelal tot de 1° Brillouin-zone: 


Dof 


En omdat q=waarden buiten dit gebied geen 


nieuwe trillingswijzen opleveren, Nu geldt de volgende stel- 


d == Bd Hse Sierat 


ling, waarvan we straks gebruik zullen maken: 





os Or 
Als a; 3 SH ‚ 
Nel .$a- p en rl DE © Ee 
dk „daha 2rij = 0 voor jÂ-0, 4N,.+t ON, see 
(1) Vn MER ER: 
) ia ja 2rij 
m=0 Lm 1 =e ä z N voor j = 0, & N, + AN. s« 


Voor q;=waarden binnen de 1° Brállouin-zone is. deze som dus 0, 
behalve voor. j = O waar de som de waarde.;;N, hoeft, 


We kunnen deze eigenschap ook als volgt schrijven: 


Nei : koo 
se Âgq ‚ma ak ; 
) ed = N )® (aj n je) waarbij Ö de Kroncoker-delta 
m=o n= co 

voorstelt, 


| Opmerking: Uit de vroeger bewezen eigenschap (vgl. pag. 12) 


L. de ht 
) gs, Ë 8(h=n) volgt dat voor willekeurige q 
es | n==s 
geldt: 
+00 +eo 
a elan De 8 ( - n 5) waarbij nu Ò de Dirac- 


N= e= c0 == oo 
deltafunatie is. Dit is feitelijk het limietgeval van de 


vorige stelling, als nl. N= |. 


Evenzo geldt: 








jy 


187 


(met m=0,...N-1 en j == N + dsese+ 5) unitair is, 
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N 
5 2rim(- 5 + 1) = O0 als mÁ0 , + sN,A2N,... 
N/2 d st 
3 ma 1/2 2nijm 2 2nim | ’ 
N N 1=e 
sd . 2nim 
1=e e r = N als m=0,+N,+2N, 


j== Hat 


We kunnen de'stellingen (1) en (2) ook samenvatten door te zeg- 
„ig ‚ma 
gen dat de N x N=matríix, waarvan de elementen zijn Ur e JĲ 

VN 


2 


e) De lineaire keten als som van ongekoppelde oscillatoren, 


Uit wat in:het begin onder b) is vermeld volgt dat we de al- 
gemene oplossing van ons trillingsprobleem in volkemen analo= 
gie met a) kunnen schrijven 


iqg,ma-iv t 


d e 
Ĳ hin Ce s.} 


KS 


en 


is (7, (o)- ge h 5) e 


iBZ 


AN 


u, (t) = 


ad is 
Lg ma=-iw tt 


gls =2 vi) ORN pn oe Ve & e.o. | Ë 
1e | 


Dit zijn reële uitdrukkingen en äe X_ (Ó) en de P, (6) zijn 
willekeurige reêle constanten. We laten nu verder de index d 
weg, die doorloopt de bekende waarden in de 1BZ. 


Voeren we nu in: 
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u 


BAO, Dok, (4) 


(©) - zo „t,(0)) Ras a 


+iw t 


(Flo) « Ho X,(0)) e 8 


ti 


P (+) de il X,() 


dan volgt hieruit det P_(t) = mk (4). ú 
Stellen we verder, net als onder a): 


a 
q 


4 8 
i(2Mw A) 2 (P = iMw XX) | ee 
( a) ( a We , Un 


a 
q 


di 5 


—_i (2Mw RON 


+ iMw X 
(P q aka) 
dan zien we dat weer: 
„=iw t á +iw t 


i “ “6 
e(t) = AE 4 en a, (t) s a (oe a, 


We kunnen onze ‘oplossing dan ook heet 


Ve) oen zee 
q A | 
d ks (e. (&) + al ROE Een 


(4) q 
Ô ie 


)\ LG) Go ooft 


In de eerste uitdrukking tussen accoladen veor. u, en p 


u(t) 


il 


EN has 


Pt) 


m 


stelt een term met q > O een naar rechts lopende golf voor, in 
de tweede uitdrukking tussen accoladen ís in elke term een naar 
rechts lopende en een naar links lopende gecombineerd, 


- t 
Als we deze formules vermenigvuldigen met ge ME ren ket 
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resultaat sommeren over m van dn tot N — kp vinden we door toe- 


passing van halhetetak (1) dat: 


=t < 
= me SMW: U en qma. H 
Zn 1 (amiina de De p= Hi, un) oren sd 
m 


en at door hiervan het complex geconjugeerde te nemen, 


En hieruit volgt weer: 
EE) Gee) 
q aub, a q Mw 


TT CN 


P< 
ij 


P, Sín qma + MU Cos gne,) 





‘ \, 


\ 
; \ 
co ma — Mw u sin ama }e 
(a vn the Mei 


*g 
u 


We zullen nu nagaan hoe de' Hamiltoniaan er uit komt te zien als 
we die uitdrukken in de nieuwe variabelen. 8 (*) X (©) of in 


a „(rar (t) in hee van p‚, en u- 


ede En ee mik dn B 
nj Ee Ün tie 
m . ml -. 


& 
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Bee n 
en 3 eN 1 Ee 1 ĳ 5 An 2 ° * 

zi * mi jn E eek + 

nt q Ù 8 d ed È staan « NE wand 

en an 8 #) + Een + iMw Ee ) E, +iMw de J 
a -q 

5 ), taat = Hi ) [- 5 ik aders): + 


m 


\ ' 
+ PI wr de 1 Pp +iMw Ee gd, X 
q aq a \ q aq 


En dus: 
Ee … uo2x 
He ii 6 Woo) « 
E:' 
Daar P, = Mi, zien we Hen ae Hamiltoniaan veethreren is als de 


som van N png skappeles oscillatoren met eigenfrequenties w . 
| Als we nu woer. quentiseron,rorden de aa en äe a, mer weer hornitiseh 
aan elkaar toegevoegde operatoren, die annihilatie en oons 
aasde voorstellen voor de oscillator ae | 
Voor etsaldinsnts a’ s nemers deze operatoren, maar 


[een] = 1. Immers als we (5) toepassen, wordt 


a 
o 
Re} 
hd 
fe) 
a tp 
LL! 
u 


L bm En w 5) nk „A a En (Po +1, ‘u vo) e gie na-igma 


i(a'-q)na TE 


) EEL Gr tog) e e = ‚ (als gevolg van (1)), 
2N(w. RE Ce AA 4 


In de a's uitgedrukt wordt de Hamiltoniaan: 


ie PW Ee En, 4). Als de oscillator q 1 x aangeslagen is 
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zeggen we dat er één fonon met golfgetal q aanwezig: is, als 

hij in de toestand ng zit zijn er a. fononèn nan des golfge- 
tal aanwezig. Een fonon is dus een quantum van de trillings- 
oscillatoren, sen Z8. Collectieve efoitatie, zoals een foton 


een quantum is van de ascillatoren van het elektromagnetisch 


en 


veld, ig SAREL een fonon met golfgetal a, an creëert 
er een. en 

Een willekeurige stationnaire toestand van het trillende 
rooster’ kan gegeven worden door voor elke q te zeggen hoeveel 
fononen er aanwezig zijn. We schrijven zo'n stationnaire toe- 
stand als 

| CA | Ee 

knie ee ond MES en 


[n, ’ aq 
: 1 2 adat Ve VA eere ne 
DO Ag 


ke 





waarbij Ls Oee > de grondtoestand van het rooster is ‚ (elke 


Baken om Sate U 
oscillator in de grondtoestand, ans geen. enkel fonon aanwezig). 


Tedere tosstand he men nu als Superpositie | van deze Arae ea 


naire toes ann schrijven. Men spreekt dan van AEKeEEEE 


tal representatie, 


Âs Eén-dimensionale ! keten met zBeeltjer per oel, 


Tot dusver hebben we een PENN met 1 soort 
atomen genomen, We zullen nu eens kijken naar een 1-dimensio- 
naal kristal met 2 soorten atomen (eenheidscel met’ 2 verschil- 
lende atomen). We nemen, nog ter vereenvoudiging aan dat alle 


atomen onderling gelijke afstanden hebben, alleen wat betreft 
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hun massa verschillen en dat alleen kraehten tussen naaste 
buren optreden, 


t 


Ca or bemannen zn en 
Gad a 


We hebben dan dus het geval ven verschillende massa s die door 
anderling gelijke veren aan elkaar EEDREn zijn. We „geven de 


massa's M een even index, de massa! s m een oneven iden, De be- 
naatiesvongeltdinsel. sin dais 
Mon = f (aon ten) = Fugro) fans tan-1 Zan) 
nin * F(uansartansi) = f(ugns1Tten) > f(agns2t Van" tand) 
We hebben oplossingen van. de gedaante: 
N i2nga - iwt 
Uan * 5e 


8 eil2n+i)ga - tot . 


2n+1 n 


We nemen N basisoellen en we leggen weer periodieke randvoor= 
waarden op, dwz, UnL2N 5 Unr Dit betekent dat q de volgende 
waarden kan aannemen: 


aj = Î Bis met .…j geheel. OR Ik 


We kunnen ons weer beperken tot de 1° Brillouin-zone 


ud R ° si 
n 2a < as 2a . en ; : A 
N en 
dwz, we nemen j = = zt 1geeee + ci Pa zi 
| Lon 
Als wa.nl. bij q een:veelvoud van F' optellen; worden RE met 


“2n+1 


Un 





1 en 





Uon+1 
=i blijft hetzelfde, 


met =-í vermenigvuldigd, maar. 
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dwz, we krijgen dezelfde titans. 
Als we onze Ansatz invullen krijgen we voor 5 en n de ver= 
gelájkingen | 
mW Be Pla 4 70E) 5 … ZE 
g(etae nn a E — Afn. 


2 
- mW N 


Er is eeh van nul verschillende oplossing als 


2f =— Mw -2f cos qa 


=2f gene ar ao 


Dit geert de ateperstovergeli ijking: 


En 
2 dag q f 
a  (À á Ds rf (À+ 5 IE as) . 


We krijgen nu ie in onder- 


staande figuur zijn geschetst voor het geval dat HD Me 


PD Et bd 





wa) 


Voor kleine q vinden we respectievelijk: Á 5d 
a u Ee da en wi = 24 (5 + 5) ê 7 | 
ee NE A A 
Voor aq = Za wordt w = Fe en T° 
De freqgüöntiedistributie’ is weer evenredig met T én krijgt 


Aerhalve' de volgende gedaante: 
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g(w) 





2e? BS Taat NP 
NM) mn \m * i) hE i 
Als speoiaal M = m dan sluiten beide takken vah“de dispersio= 


krans aan voor q = # de . Dat moeten we ook verwachten, want 
voor M = m is er geen verschil tussen de Helde soorten atomen, 
De roosteroonstante is dus Feitelijk a nn 2a, De 1° 
Brillouin-zone strekt zich dus feitelijk ee = 5 tot + z uit. 
We hebben ten onrechte Üvaar M = m) eigenlijk in de halve 
Brillouin-zone gewerkt, Door de inert te breiden krijgen we 


in het geval M = m weer één tak terug. 


An, 
| 
Í 
Í 
Í 





„n/a =r/2a En n/2a n/a q 
De twee dispersiekrommen onderscheiden we als akoustische 


tak (de onderste) on de optische tak. 


In de akoustisohe tak is voor kleine q: w(q) « q.en E = nh. 
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Beide soorten atomen bewegen met dezelfde amplitude, net als 
bij geluidsgolven. Geluidsgolven zijn eigenlijk niets anders 
dan akoustische Haasterbit linten bij heel kleine q, dus grote 
golflengte, De helling van de w(g) kronme voor aq 0 stelt 

dus de geluidssnelheid voor, 


M 


In de optische tak is voor kleine q: E/n = - -, 


Naburige atomen van verschillende soort bewegen hier tegen 
elkaar in (het zwaartepunt blijft:op zijn plaats). Voor a on 
beweegt het rooster van ‘do ette soort atomen in zijn geheel 
t.oev. het roostér vón de andere soort. Als we beken hebben 
met een iohenkristêl, ‘zijn de beide soorten atomen tegengesteld 
‘geladen. Dän kunnen we een derelijte trilling &oer eòn lioht- 
golf exeiteren, Daar komt äs ‘naam optische tak vandaan. Dit 
verschijnsel hebben ‘we in het vorige hoofdstuk bend Petite 
voerig besproken. “De daar Íngevoerde Reststrahi-frequontie 0, 
is juist gelijk aan w(q + OJ voor de optischë tak. ih “óns aerie 
voudige geval dus oi ee ae ($+ À) . es MADE ze0 | 
De bijbehorende golflengte van de elektromagne- 
tischeygolf \ — 100u.' Het golfgetal qa” 600 en"*, veel kleiner 


wa) dan. Wax die van de orde 


140 omt is. Zie figuur. 
w = eq is het verband tussen 


w en q voor de elektromagne- 


tische golf. 





n/ Fn: aat teens IK: dn oe hinne wt ner meae n 
Voor q » 0O,worden de bewegingsvergelijkingen voor een ionen- 


sen uitwendige krâcht ere “*, (ait is een een- 


voudig geval van de vgl. (4) lop pag.29.) and 4 es 


ed 


nennen ERE me 
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8 zel 
= MWE = 2 (n-E) + eE, Oplossing: E = 5 2 
Mw wi) 
2 eB, 
- mwn = 2(E-n) - eE; n= ge : 
m(w =w) 


De infrarood absorptie zal zeer sterk zijn in de buurt van 
we We Dan gaat een foton over in een transversaal optisch 
fonone Een uitvoerige behandeling hiervan vint men ín Born 


Huang en in Peierls (pag. 57). 


» EO » n PA 


Se Roostertrillingen in S-dimensionale kristallen, 


a) Wigner-Soits cel en reciproke rooster. 


Ä 


De roosterstruktuur van de vaste stof et in dat een 
kristal zg. translatie symmetrie OE Dit hekekent dien. er 
5 bastevektoren Cr äs en ä, te wt siden zijn, zodanig dat de, 


struktuur invariant is voor translaties van de gedaante 


waarin 1, 19, 1, gehele getallen voorstellen. 

Uitgaande van een parallelopipedum op de basisvektoren gene- 
reert nen het hele rooster, Dit sais heptseden noemt men de 
eenheidscel Cunit oeli). Hij en nog Be willekeurig aantal ver- 
SOERA S atomen Dereehel. De basisvektoren zijn niet eendui- 
dig bepaald, Lineaire combinaties met gehele coëfficiënten kun- 
nen soms ook als basis dienen, De hoekpunten van de parallelopi- 
peda vormen een ek eenbde Als er maar één atoom per 


eenheidscel is, zal men âit in een hoekpunt van de eenheidsoel 
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kiezen. Roosters met meerdere atomen per eenheidscel heten 
roosters met een basis, Het fysische kristal’ is altijd een 
verzameling van elkaar doordringende Bravais-roosters. 
f.c.e. en b.e.e. roosters kan men opvatten als roosters met. 
een kubus als eenheidsoel en ze hebben dan respectievelijk 4 
en 2 atomen per eenheidscel, Als alle atomen gelijk zijn kan 
men 4d echter „ook als Bravaisroosters met niet-kubische een= 
heidscel opvatten. (Vgl. de boeken bv. Wannier pag. 20, 21, 
Ziman pag.4, 15). 
Hiernaast is een 2-dimensio- 
naal b.c.e. rooster getekend, 
nd Ben mogeiiiks basïscel is aan- 
gegeven met enn: waarvan het 


‘rooster als Bravaisrooster Ee 





mera opgevat. 

In plaats van de eenhetäscel' (paralleropipedun op de basisvek- 
toren), ie miet emme bepaald 15 en ffet “altijd de synne- 
trie van het kristal heeft, wekt nen vaals met âs ze. ten 
Seitz cel (of proximity cell, Weinreich pag.59). Dezo bestaat 
uit dat gebied van de ruimte bne de ee anr 

een in het oog govat raknbeent benee dan bij ne ander 
roosterpunt ook, ten krijgt de V.S. ul door vanuit het aa tere 
punt de verbindingslijnen near weete an 
De middellooävlakken van deze wakbladtskeltien stuiten een 
veelvlak in, d.i. de wr; en cel, Aanebnslúitende W. Se osn vul- 
“ den de Behade ruinte op. 5 EE, 

Voor een eenvoudig d-tAmoantonet gevel is in de figuur de 


W.S. cel getekend (vai. Ziman page5)u- : 





De basiscel hiernaast is een, 
ruit met hoeken van.60°, De 


W.S. cel is gearceerd aangege- 





ven. Fx Zed (8 


Bij elk Bravais-rosster behoort een reciprook rvroostsr, Dit ás 
als volgt gedefinieerd: De basisvektoren van het reciproke 


rooster zijn 2xb,, 2xB, en abs waarbij Ë‚, B» B, bepaald zijn 
door: 





> nn ' Ed me Nas N 
B-e, = Ö43 ef . b, em en cyclisch, 
Sat ie 1 
n 2 ne rd sad nd en n z 
waarbij v = a, (agnäg) = |agy 239 223 
har 252 *53l 


het volume van de eenheidscel van het oorspronkelijke Bravais=- 
rooster is, \\p zien dat Pb, | staat op de en 23 eto, 


nk 


Nu is (aznay) A (ana) = (a, . (Agnas)] a, = Vaj- 


eg 
a 


1 agAäg) = 


4 


de ik 1 


Het volume van de eerheidsoel van het reciproke rooctor- ts tus 
5 
en 7 waarbij v het volume van de eenheidscel van het.oorspron- 
kelijke rooster, Men kan laten zien dat het reciproke rooster 
van een b.c.e. rooster f.c.c. is en omgekeerd, Dat van een sim- 
“pel kubisch rooster met ribbe ais natuurlijk weer simpel ku- 
p D 2 
bisch met ríbbe Te 


Men kan in het reciproke rooster ook de Wigner-Seitz cel bekij- 


ken rondom een roosterpunt,. Men noemt dit de eerste Brillouin- 
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il Sei Ge ee 


zone, Een sepvautde voorbe ld Hebben we daarvan, al gehad in 
het lenende geval, het was het interval had £ tot + = 


in de a-ruinte, 


Onder een vektor uit het reciproke rooster verstaan wij: 
Hi n * p Ed 5 * we kò ë 3 ú 


Er = 2n(h‚b, + hobo + haby) met h 


5 1P4 abs ho,hs. gehele getallen. 


17 


Als we een willekeurige vèktor van het reciproke fóostor skalair 
vermenigvuldigen met een willekeurige roostervektor van het ge= 


wone rooster krijgen we een geheel veelvoud van 2x. 


Immers: Cr: Ey = 2x 8 h; 1, 
Dus exp (ze p kn =d 
Hieruit denn dat 

Ì 2E) Be Ar e 


een funetie is met dezelfde perioden als het gewone rooster, 


Immers 


£(B-lip) = re exp [et]: 33 De B a An 
h 5 ER 


voor iedere roostervektor Ey: 
Omgekeerd kan iedere functie met dezeïfde periodtciteit als” het 
besohouwde rooster in eon Pourierreeks- 8 ht Hed 


worden ontwikkeld, waarbij Er het reciproke rooster: dorloopt. 
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pe 


Er gelät: 
Ben j° als Er X Td 


4do.r 
} h > 
| Ön 2 dr = 
aat BE als Gr = Ó. 


Immers als we r voorstellen door r = aag + B 


=O 
& 


2 + Yäs wordt: 


At 111 Ì Kk 
| e à ar = "|J exp | ar (ageshgbstsr)| dadpar. 
cel R added 


Hieruit volgt, als voor de periodieke funktie f(r) 


£(E) = ) Ag. exp Lit. #] dat dan 
oade eg ker. get 
leu Dj: © ond ik h* bk 
Ap = 5 | f(r) e är 
eenheids- 
cel 


(vermenigvuldig de sarste betrekking links en teontd aoe 
exp |-itpier} en integreer over de eenheidscel). 
stel we hebben een reciproke roostervektor Er waarbij 
h4 ‚ho, hs geen gemeenschappelijke deler hebben. Bekijk de 
platte vlakken. 
ke tper =" Aro 
waarin oe een willekeurig geheel getal. Dit zijn platte vlakken 


alle _|_ Er „die al die roosterpunten Ey bevatten waarvoor | 


h 1, + hole + hsl = Ôe 


Er bepaalt dus een aantal onderling evenwijdige netvlakken, Waar 


snijden deze de basisvektoren? Stel T = xd, , dan wordt 


« 


Eer = 2xh,x ="2r0. Dus. Xx = nik 
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Nemen we dus de inversen van de stukken op de basisvektoren 
afgesneden, uitgedrukt in de lengten van de basisvektoren 
(ait zijn re el en maken we hiervan de kleinst more- 


lijke gehele getallen; dan krijgen we juist his he enh. We 
noemen h, h, h, de Ziller-indices van het stel evenwijdige net- 
wladaben, De loodrechte onderlinge afstand van 2 opeenvolgende 
netvlakken (e en e+1) uit deze reeks is datt DR, 


KE 


Vaak besohouwt men een macroscopisch groot kristal in de vorm 





van een parallelopipedum met ribben L&,» La, en Las (L maöros- 
eopisch groot getal) en we eisen dat een roosterfunktie als 


ix. E 
e periodiek is met deze grote periode. 
Stellen we nu ie 

EN 


X = ACH +. ob, + xzb5) 


ee . 
dan wordt … xl = 2x 3 Xylge 


De periodieke randvoorwaarden eisen dan dat. x,L =d EN geheel) 
SEL dus En 3 he 
den 


. « seb, . ach ck 
De mogelijke x-vektoren vormen dan een zeer dicht rooster in 


de reciproke ruimte, Net als vroeger in Het 1-diüënsionale ge- 

„val kunnen we ons weer beperken tot Jy-waarden uit het inter- 
2 

aantal malen L optellen, verandert de waarde van 


1x. Ep er An 
e 


val - Geee+ F (of Oes. L) 4; want als we bij een jy een geheel 


niet. In plaats van de Ä-vektor ge een smühetipare lele. 
pipedun (vermenigvuldigd ae Be han net Rdotsnte Winstie be 
nemen, ‘neemt zien in de regel Ì ta äd op Hag. core sedekinisords 
1° Brillouin-zone;, de X-watirden waarven: men kan krijgen uit die 


uit het cenheidsparallelepipedum door ze te vermeerderen mot een 
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geschikt gekozen reciproke Adnan mwelide 
In 8 $ van dit hoofdstuk hebben we enkele hulpstollingen af - 
| geleid voor óéón- tene LOOR versen. Voor drie- dimensio- 
nale Bravaisroosters gelâen geheel dealers stellingen. 
In het walleanns is X = 2x Ex,b, mot x, = z 5 Verder zal 
De een önmutie zijn over ds roosterpunten gelegen in net 
id En 
grote parallelopipedum met ribben Li, 
ved ii. Eg oort Anilxs ly +xglg+sla) 
kee ak | 
T ai | 


Nu was volgens stelling (1) pag. 57: 


Tied L-i ‚an 0 voor JA Orly 
\T 2Anix en AR Sn : Rij ee 
1 1, k 
eeen 
1, =o de L voor J,Ortbp db. ee. 
Hieruit ete 
K zet n 0) als x YE 
’ Ee. Her 3 ae on 
(1) Je o ed jj BER) =d SE: 
É Ee 1 are KE 


h 
Analoog aan (2) op pag.58 geldt: 


my Ee (tet) 
8 t 
n 


waarin G> een willekeurige vektor van het reciproke rooster, 
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waarin Te = L(n, 2, st ngäs en Hala). Ay sdgrde geheel. 


(Als Er in het grote pasa tlekepipelu Belegen Ls, is deze som 
dus „llen van nul verschillend als He Ö} 

Merk op aat de som in ket linkerlid hetzelfde. is als wanneer Ì x 

het ‘eenhoidspara1ielopipedun in de reciproke ruimte doorloopt. 


Uit het voorg aande volgt Aat we iedere roosterfunctie naar het 


en 1%. B> 
hit deahoadmete stelsel e „ kunnen ontwikkelen: 
GR: ix. Er ot k ix Te 
ed: : ar Ö. Ad 
£ 3) = pa A 8 Oe waarbij. Ar LL - ) 2E) En k 


X1BZ EE dE. dn 


Vaak vervangt men een som over âe 1°3z doer een integraal, In 
5 : 
een volume SE liggen daer É X-raarden gelijkmatig verdeeld. 


Daaruit volgt: 
$ Lo ze 7 ed " nen 
) FG) = sij Rd [ro « 
8x id 
XLBZ 1BZ 1BZ 


waarin V het volums van ket grote kristal is (met, ribben Lä,). 


Tenslotte kan de vroeger bewezen stelling (vgl. pag. 57) 


lig bie 
. 2 8 5 2: . Een 
) e=t8 = ), 8e -n 2) 


MS co Ze AS 


SOES AE LRE oEEsn voor willekeurige de "dimensionale Bravais- 


roosters. Het Taaultent is: : en TER 


NN eee Pis die GN ve 1% Er ik. 
| À Ö(r-E) e“*r ar = ) e = En ) 5%, Ei): 
YT YT E Lt 5d E 


(tlerk op dat in tegenstelling tot de hierboven bewezen stel- 


„ _k LJ . . . id 
lingen x hier een willekeurige vektor is en XE een sommatie over 
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het oneindige rooster voorstelt!) 


b) Roostertrillingen van een Bravaisrooster. 


De momentane posities van de atomen zijn gegeven door 


Ee duidt de roosterpunten aan, ur de uitwijkingen daaruit. 
Net als în het éóén-dimensionale geval (g2) kunnen we de poten- 
tiële energie van de wisselwerking, die een functio is van de 


us, in een Taylorreeks ontwikkelen, waarbij we weer afbreken 


na ‘de kwadratische termen (harmonische benadering). 


Fi # N nk Ei et 2 
Vije U) - Vo + (AL) Tan U> + 4 DE nn : eN “eo 

‚\at> u=zo Re : 0 * AU» dU uzo te 

n je an m ka 
k 

en 

= V + 5 ja À Van "Uu = Vv + ] ) vee u us 
o Ni nn nm o ' REN ML 

ef _nmaB 


De lineaire term is nul omdat we om de evenwichtspositiës ont- 
wikkelen, a en B doorlopen de componenten in x,y,z richting. 
af 
In principe kunnen de waarden van his berekend worden als 


we de wisselwerking tussen de atomen als functie van hun af - 


standen kennen. Ze voldoen aan (volgens hun definitie): 


af Ba 
Vas = Va 
nm: mn °- 


. ap 
Wegens translatieinvariantie zal es uitsluitend een functie 


zijn van 
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De bovenstaande gelijkheid wordt dan: VET) = vÊ(-T). Ars 


bewegingsvergelijkingen hebben we: 


of in componenten: 


rg = oi L Sf ub : 


We zien dat Vas op ds teken na de. a- component goeft van de 


kracht op Rn Rn als gtoom E ‚aen. uitri jking één ELEN in. de 
B-riohting. 


De bewegingsvergeli jkingen zijn translatie-inve riant, daarom 


kunnen we weer als ‘oplossing stellen: 


—> 


Er B id. Es 
de (t) = Uy (t) e ie 


e=} 

ig. È> 
De uitdrukkingen e Ee zijn voor iedere q een eigenvektor van 
de translatieoperatoren (vgl. pag.50). 
De bewegingsvergelijkingen worden nu: 


rl ld UE) 


„q 


u 


a en 


le ON 
Hier is 


Ee ig. R , OE 
= ) tm Ee Ï of n°P (3) id ver (Tj e je 1; 


et 


per wordt de dynamische matríx genoemd, hij kan worden berekend 


1e > EN: 
uit de atomaire wisselwerkingen, Voor iedere q krijgen we nu 
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een slechts S-dimensionale trillingsvergelijkíing. Door de … 
translatiesymmetrie is de dimensionaliteit vanhet trillings- 
probleem dus ingrijpend gereduceerd. 

Noemen we nu: 


Ùz(t) = Dylo) oe a 


dan krijgen we het 5-dimensionale eigenwaarde probleem 


wl) = ) DP) vi(o). 


B 
Herk ep dat | 
en ‚ IE 65 N & ki ‚ 18. Er ke an. Hs 
ie ae. ) PCD e JT hak 
T ot Di 


PEP) = DEP(d). 


pep is dus een hermitische matrix en de eigenwaarden go zijn 

reëel. Voor iedere a senaër ve 5 eigenfrequenties:@,(E) 

(j = 1,2,3) en 5 onderling orthogonale eigenvektoren CAPE 

De laatste zullen :we voortaan genormeerd onderstellen. We 

nn een macroscopisch groot parallelopipedum met ribben 

La, (N=r® atomen) en we eisen santodlske.tnidtoörwaatden. 
De mogelijke waarden van q zijn dan 

de (xD, + “al: + xab5) (x, geheel) en we kunnen ons weer 

beperken tot de B ei q-waarden uit'de 1BZ. 

We hebben zo SN oplossingen gekresen, evenveel als ha aantal 

ene kei jean zo 5 nen die alle 5 

door de oorsprong gaan (DP (0) = A velt) - 0), en die voor 

kleine q weer de hehe en de 2 transverssle golven van 


een elastisch wen geven. Men need van de 5 akoustische 
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takken, Ook noemt men ze nog. longitudinaal en transversaal, 

hoewel ze dat voor grotere q. in het algemeen niet: meer zijn 
(behalve in speciale symmetrierichtingen) 
Áì ' In nevenstaande figuur 
Lj 
wa) „ijn de dispersiekrommen 
hed . 

getekend als we q in een 


vaste richting kiezen. 





0 q ac f ; Ji 


B 


hi 2 5 s° E et - | 6 5 ie 
oi cin iL D (a) & M 1 (-a) eh, N 


RS on ë IN es de dn ta a 3 
Dwz. Ef, is een eigenvektor van D(-q) bij eigenwaarde ag” 


> ; Ee 
Wij kunnen dus kiezen: w.= Wa, en oi ze 
qj aj „aj ad 


Als algemene oplossing van ons trillingsprobleem kunnen we ‘nu 


kak 


ln re 
blt) = An KEN ke id. Rm ett kj at Roi] en 
ke « : + e”, gf 
E ), (ami, Ed Ad z 4, seed ad aj ú N 
À d aen 1 7 
id. Egriop;t ie rings” 
ej ) mi, 2NM es [ ars 6 °C de Weis 
Dj dĲ „_d 
GQ 1BZ j=i En A: Te R 


Dit is de 5- dimensionale generalisatie van @ Pe Pag. 59. 


De” EEN gijn ailekeurtgs aumlers getallen. 





a 


Deze uitdrukking leent zich weer onmiddellijk voor’ guantisè=" 
ring. adj worät een absorptie- of annihilatieoperator voor een 


fonon met golfvektor d en polarisatie js, EE, de «croatieoperator. 


Al deze operatoren commuteren onderling, behalve dat we hebben 


De Hamiltonoperator voor het harmonisch trillende kristal wordt 


in deze. bis uitgedrukt 


EE ae) Gan adi 7 4). 


‘a 1BZ j=1 


Deze beweringen kan men es als vroeger în het een=dimensionale 
geval bewijzen, Het kristal kan dus weer worden opgevat als een 
stel van SN ongek oppelde oscillatoren met Bin a an lopen 
van O0 tot een zekere ana 

Als de wisselwerking tussen de atomen bekend is, kan men doe dy- 
namische matrix Der 4) als functie van q berekenen, Men deet | 
ait dan gewoonlijk voor een Adait AE van q-waarden in de 1° 
Be, of in een deel daärvan. Voor een f.c.c. kristal hoeft men 
vanwege de grote symmetrie slechts #5 doel van de B,%, te bestu- 
deren. Vgl. Nijboer en de Wette, Physies Letters 17, 1965, 256, 
Hier zijn berekeningen gedaan voor argon, waarvoor de:interato=- 
„maire krachten goed bekend zijn. Voor 1505 T-waarden in Â5 

deel van 1B4 werd de dynamische matrix berekend en zijn eigen- 
waarden en cigenvektoron berekend met een grote computer. Dit 
alles werd nog gedaan voor 150 waarden. van de roostereonstante 
‚om na te gaan hoe de bere eneen ende Preguenttedistri- 


butie veranderen bij veranderende waarde van de roosterconstan- 
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te, dus bv. sals gevolg van de ‘thermische uitzettirië.” 


e) Rooster met basis 
G. 


Zijn er meer (en mogélijk verschillende) atomen per eon- 
heidscel, dan kunnen we deze onderschoiden doorde index 
s(s=de...z). De bewegingsvergelijkingen worden: 


a cap 


u Ú s en t ha tt € ] 


il Va 
s ns,ms s 


n s'B 


Als oplossing proberen we ee 


Hai amet: 
pe Ee ed, pen: ap: haas à B Ì 
oz U4, (0) = ) ren) 2 Das! (a) U, 1 (0) 
‚s'B 
waarin en 
„ap —… ag id.Ey 
D,r(d) = Á VCE ven 


ë * 
Nu is haan (laat dat pian) Dt EBT), aes. de dyna- 
‘ misdhe matrix is een hermitische Ss x 58 mabela, teer 

tedere q hobbon wo nú een 5z x 5z eeoneandn meot teon, Vaak 
kan men dit Tordör teduderdn âoör “gebruik te maken van de kris- 
“talsymmétrie. Het is Auidelijk dät men hier met voordeel van 
groepentheorie gebruik kan maken. 

Be eigenwaarden zijn 0; met j = 1;2,...,52, de eigenvektoren 
EE (Sz-dimeüsionaal), die onderling orthogonaal zijn. “Er zijn 


weer 5 akoustische takken en verder 5(z-1) ‘optische takken, 
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waarbij de atomen binnen een eenheidscel voor kleine q tegen 
elkaar in trillen en waarbij de frequentie voor q > O niet 


naar nul gaat. We krijgen nu: 


… ÓZ ‚— z > A 
à nn 5 ig. ER -iwe,t hi iq. Borio,t 
Us t = nme gJ n qd 
a) = ) ) ame Ees) (ease vez 


ÜLBZ jl 
waarbij (33) betekent dat we de 3 componenten die bij s horen 
van de Sz-dimensionale vektor “5 moeten. nemen, 


6. Het freguentiespectrum voor een S=dimensionaal kristal, 





We hebben gezien dat we in het algemeen Sz dispersiekrommen 
w,(E) krijgen. De funotiesw,‚(d) zijn continue functies van q met 


de periodiciteit van het reciproke rooster: 


w(d + Er) = w (a) waarbij te = an (hy B, +hoPgthgbs)- 
De toegestane waatdan van dq liggen uniform verdeeld in de 187 
en wel zijn er daar in totaalN q-waarden, als ons kristal be- 
staat uit N basisocellen, Voor ieder van deze d-waarden hebben 
we 52 frequenties wd), handen 55 op de akoustische takken 
liggen. 

Men tekent vaak (2-dímensionale doorsneden van) oppervlakken 

E van constante frequentie 5;(E) = const. Dit zijn geen bollen 


meer, zoals in het Debije Model, maar ingewikkelder figuren, 
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Vergelijk ook whe Ze „Pas. 57 
wän £ Zinan, waar een tax van 


het speotrun afgebeeld ; is in 


het ZS. repeated zone sehen 1e, 





„men: transversaal 





‘longitudinaal 

‚ Voor iedere tak j kunnen we nu invoeren een eveavedtedied nine 
tie 8 ,(o), zodanig dat 8;(w)dw net aantal frequenties van de 
betreffende tak voorstelt dat «slegen is tussen w en w + dw. 
Het zal duidelijk zijn dat dit frequentiespectrum bepaald is 


zodra men de bijbehorende dispersiekrommen (0) kent, Natuur 


lijk gelät A: _ 
| g;(w) dw = N. 
o 


Voor de mogelijke eee van het kristal gelät: 


mls at} (az: En ch 


De toestandssom. wordts : 


Dan @, +4) ho, B (apr Drag 


n‚=0 ng=0 
dé 
Er had =B. (na, + is Ks WE Pad 4. ee z Ne 
| i EE: Ed i 
a e mn el 2 sinh shut} « 
BRW. f & aj! 
eN, | De wo N 7 |: B aj el | 1d 
„ed Bf ee dd ae “sd 
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De vrije energie 


F =-kTlogZ = KT ) log 2 sinn 4@n 





aj 
ad 
_ m2 OlogZ \ 4 
U = kT fe = 4 coth zB hog , 
a) _ 2 Prod, 
au _ 9 2 9logZ ke hj e 
GC Zen ze RA Epen 
vor arkt Sr Ei PA aac Bwe, 2 
/ 
ad \e „1 

6 & / 
dak kl ata mn ao 
v d (aA 

je 


Laten we nog in iets meer detail kijken naar de frequentie= 
distributie slo). De grootheid g ;(w)aw is gelijk aan het 
aantal toegestane waarden van q gelegen tussen de oppervlak- 


ken wd) = Ww en w;(d) = W + dw. Dus (vgl. (4) pag. 74) 


elo) = NN dd 
8 ld 
oo „(a)<wrdw 

waarin V het volume is van de grote periodiciteitscel (met 
ribben La,). In 1947 liet Montrgll zien, dat in het geval van 
zekere 2-dimensionale kristallen, die hij voor bepaalde waar- 
den van de krachtconstanten helemaal kon doorrekenen, het fre- 
guentiespectrum g;(w) altijd 2 tredetehad acht sinaularttelken 
had, dwz, dat er 2 punten w, waren in de buurt waarvan 
se) « log |w-w‚l. Van Hove (Phys.Rev. 89 (1955) 1189) toonde 
aan dat dit geldt voor ieder 2-dimensionaal rooster en verder 
dat iets dergelijks moet optreden in Ket dim istonale geval, 
Hier heeft de afgeleide van de functie 8;(w) singulariteiten. 


Bij numerieke berekeningen van de frequentiedistributies' zijn 
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de singulariteiten niet altijd gemakkelijk te herkennen. 


Men vergelijke voor het volgende Ziman pag. 46 e.v. of :Wannier 


8 dw ‚(q) 
pag. 69 e.v. Bekijken we eens de vektor dn = grad, ‚sld. 


dq 
Fysisch stelt dit voor: de groepesnelheid- van een golf pakketje 
opgebouwd uit vlakke golven met verschillende d's. Het is een 


vektor loodrecht op het oppervlak w, DD = eonst, en de locd- 














‚ rechte afstand tussen de oppervlakken w. AC =@ en wd) = wr dw 
bedraaët dw ‘Hieruit volgt dat we ook kunnen schrijven: 
ENG | 
_> 
dq zi 
of ds 
ak ; w 
gl) = 5 || oe, et 
: . En eng ôw.(q) 
ow | 





waarbij de integraal nu wordt uitgestrekt over het oppervlak 
wd) = We zji deze voorstelling blijkt wel dat die punten 
waar da er = 0, kritieke punten zullen zijn, waar we een 
mda: in het verloep van &;(w) kunnen verwachten. De 
kritieke punten zijn dus die punten waar de functie w;(4) 
lokaal vlak is, dwz. een extremum of een zadel punt neef. 


Stel eens dat de zo'n kritiek punt is. Dan kunnen we (4) 


rondom dit punt in een Taylorreeks ontwikkelen: 
4 An ni ie! l N N 7 ’ 
wzla) zi wd) B, 5 ) A : (q-a ) (d-d)- 


Door een hoofdassentransformatie kurnen we de kwadratische vorm 


op hoofdassen brengen: 


Gr ft geek EE ‚8 

ja) = ola) + e484 isa t Prag 
merBet-Ë , 
Als o,(d) ind, een maximum heeft zijn a,, ag,-en 44'< 0, In 
de buurt van de zijn de oppervlakken van constante wa) dan 
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ellipsoïden. 





Het volume ingesloten door het oppervlak w‚(q) = w rondom de 
is ‚5/2 
Ar (w_-w) 
5 ik E 
2 
la, ages! 


Eet infinitesimale volume gelegen tussen w, en WT dw is dan 


2n (ww) * 





„en de bijdrage tot g;(w) is derhalve 
laseaoanl 2 

1°2%5 
anw -w)° 





V 
“Bro de 
la, ages)? 


dwz. dat 8 ;() in de buurt van het maximum @, wel continù is, 
maar dat zijn afgeleide daar naar =o gaat. 


Ook de zadelpunten (type S, met één « > Ò en twee a's < 0, 


1 
type So met twee a's > O0 en één a < 0) leveren dergelijke sin= 
gulariteiten. De stelling van Van Hove zegt nu dat elke “tak” 


* * . Wp . . . en 
van de frequentiedistributie (dwz. voor iederc j) minstens één 


kritiek punt van de soort S, en één kritiek punt van de soort 


1 
5, heeft en dat bij Ogax de helling de waarde -» heeft, Hot 
bewijs berust op stellingen uit de topologie en kont deer ven- 
Aaan dat w,(q) een periodieke functie is in de reciproke ruimte, 
en elementaire äiscussie voor een 2-dimensionael rooster 
vergelijke men de genoemde boeken van Ziman en van Wannier, 


Schematisch ziet het frequentiespectrum er als volgt uit: 
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akoustische tak optische tak 


IS 


IS 
a 


IR 
ned 


\ nexinun „maxirrur - 





ij 
Í ! 
a f ! 
A Pd ! | NN | ) 
EE Ta 
Ss S, w> 5 5 5 zn 


7. Anharmonische effecten. 
mentatie tine 


Tot. dusver hhbes eri hamert she bensteiins viene, 
dane ws Bonsen de Teylorontwikkeling ten WL peerd pasn) 
afgekapt Der kwadratische termen. Dit we VOGEL veel doel- 
einden een bevredigende benadering, maar er an ook een aan- 
tal stads, waarvoor de anharnonische det essentieel zijn 

(en niet alleen maar een kleine correctie). Bv, thermische 


uitzetting, thermische geleiding (zonder anharmonische beruen 


is er Baat weerstand voor warntegeleiding), fononintersotios. 
We en. peet eens over thermische uitzetting benen 
Een heel eenvoudig wöhemstisok orn is dat van een deeltje 


dat trilt in een potent iaalput met kleine anhernonische termen: 
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V(x) = dax? + bx + ox (vgl. Kittel pag. 152) 
de p ' p 
[De n 
Eh 

<> = ni = e 
| „…BV(x) dx 

oo 


Ga ontwikkelen naar de kléine grootheden b en e: 


he “hoo Be a 
Í ied PE | 5 -pax® en, =cBx jer = <p (5) k ve 
eo De, 4 
BV) (at 
ap). 
De Pe Eer. 
a B a 


Eieruit zou volgen een "“uitzettingscoëfficiënt” onafhankelijk 
„van Te. | „ 
“Nu kijken we naar een rooster, voor het gemak 1-dimensionaal. 
We hebben een zekere roosterconstante a, We ontwikkelden de 
potentiele energie in een Taylorreeks naar de hen een 


Als deze potentiaal exact harmonisch is: B Â mn Em? dus 


ner termen van hogere graad, zoals bv. het edt is bij 

a aerwten door veren verbonden, sijn de Frequenties onäf han- 
keil it van de roosterconstente, Het zûvolg zou zijn dat ook 
äe energie en de vrije energie onafhankelijk worden’ van de 
voer teroonstuate. (afgezien van de temperetuuronafhankelijke 
statisohe bemesten Dan is er geen” uitzetting: Kiös' „nl. 
eens een andere roosterconstante, bv. b in plaats van a. Noem 


de uitwijkingen uit de nieuwe evenwichtsstanden U? dan is 
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rs De ab u, = nb + U, dus 1 u + n(a=b). 


) Aan (ontmoe) (apen (oma) 5 


nj 
kad 
5 
H 
[ej 
5 
15) 
B 
} 
rol 


nm nm 

4 ) Anmintn * f E Anmt m(b-e) 8. d ) AnmUnP(b-a) + const. 
nn 

Nú is 

Je An 2 ) AD (ea) =n } A(1) + 8 lA(1) = 0. 

m 1 a sal U 

Hierin werd m - n= l genoemd, 

We vinden dus weer = t ) Panta + const, En de freguon-. 


ties blijven gelijk, 

In werkelijkheid is in de regel de potentiaal niet exact har- 
moniseh. Dit heeft tot gevolg dat de coëfficiënten van de kwa- 
dratische termen (düs de Arm Îr bovenstaande formules) gaan af- 
hangen van de roostercönstante, dwz, dat als men gaat Ontwik- 
kelen rondom een anderé evenwichtsstand (dus bij een andere 
roosterconstante): de coëfficiënten A gaan veranderen, Als de 
wisselwerking tussen de deeltjes gegeven is, kan men hieruit 
‚de kwadratische hamiltoniaan bij elke roosterafstand vinden. 
Men berekent dan de coëfficiënten, A, als functie van de roos- 
terconstante a en men vindt dan ook de eigenfrequenties bets 

als functie van de parameter a. tie n spreekt dan van de „guasi= 
harmonische benadering. Men kan in deze benadering de vrije 
energie F berekenen als de som van de statische roosterenergie 
bij de beschouwde roosteraf stand en de bijdrage van de rooster- 


trillingen (vgl. pag. 85). Men vindt zo een functie F(T‚a). 
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Bij een gegeven temperatuur Dis die woedtereratend d wear 
voor de vrije ehétrgie Bmtmekt Le (aus ore) o) de bij 

de beschouwde temperatuur gerealiseerde roosteraf stand. Dit 

is een methode om (ín quasi-harmonische benadering) a(T) te 
bepalon. Het blijkt dat-:&e zo bapdelte a een toenemende funs- 
tie is van T, Op deze manier kan men de uitzottingsooëfficiënt 
berekenen als de wisselwerking tussen de atomen als functie van 
hun afstand bekend is, 

Men past hierbij nog wel eens een verdergaande benadering toes, 
nl. die waarbij men aanneemt dat de relatiëve frequentievëran- 


dering voor iederé eigentrilling gegeven wordt door 


A® _ AV 
ra Ea 


V is.hier het. volume, Deze benadering is afkorstig van Grüneisen 
en y heet de Grüneisenconstante, 


In het Debije-model varieert dan ook nn en dus ook de Debije= 


temperatuur ® op deze wijze. Dan is 


y=-äloge._ Vv aäe 
d log V “ "047: 


In het Debije-model is de vrije energie: 


HURT) = U, (v) + F‚(T,V). 


U, (v) is de statische roosterenergie bij:T = o°, Fn is de vrije 


energie van de roostertrillingen volgens Debije 


s kT | en) lag 2 sinh 48hwdw = (vgl. pag. 41 en 42) 





i ® o/T 
é KE > | 
= SEL | wieg 2-sinh #Brwdw:= ONkT 5) | xe doë B inh Seix 
fo) kia ha ee rens id Á 
ïm © B 8 





We kunnen nu in het Debije-model en met de benadering van 


Grüneisen de toestandsvergelijking vinden uit: 


@, 


ar eu oF 


ne 
Lean 


(OF cr D Oe _ Oo _ det, 

(27), ki AV BO … BV BV. YT 

Nu is 

Dertien 

oo 7 * 30 T TO © or ° “5 Kk TR * 
oC) n Eed 


Hier is gebruik gemaakt yvan de thermodynamische relatie: 
U=F+TSe=Fer (GE, ‚, We vinden zo tenslotte: 
eT rien Hie 
Vv 
dU, U rj 
p= (B). Rr tr (Toestandsvergelijking van 
Debije-Grüneison) 
Voor gegeven p geeft deze relatie het verbänd:-tussen V en T. 
. Voor vaste stoffen onder normale @ruk is p > 0. … 


De volume uitzettingscoefficiënt 


{ aVv\ 
| Bo) 
AI ds 
ee EE 2 "4 farm = (B) 
P : 55) : 
v 


, 


ans x == 5 ACN de somprosstbiritert EN 


vit de toestandsverge ld Jktne volet: 


GA tar Ed 


en daarmee Eet 


xc 8 
ad = Y aa „Relatie van Gruneisen, wann 


Aan deze relatie is voor kubische kristallen redelijk voldaan 
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bij.constante y… y blijkt voor de meeste’ stoffen in de buurt 
van,2 te liggen. Enkele waarden (ontleend aan een. tabel bij 


Káittel pag: 155): 


Na y= 1,25 Daar x weinig van T afhangt, zal a voor 
Cu = 1,96 hoge T vrijwel onafhankelijk van de tem= 
Al = 2,17 peratuur zijn en voor lage T net als Ge 
NaCl = 1,63 gaan ats T° 


De anharmonische termen in de potentiaal hebben ook tot gevolg 
dat voor hoge T C, van de waarde SNk zal gaan ateliken en Her 
zullen de afwijkingen lineair in T Zijn. 
| Heen weer eans een deeltje in een anharmonische potentie= 
aalput: V(x) = Zax® eb wor En 


De toestandsintegraal 


gp 





L= Vanaer | e äx = 
en ax 5 
2kT / % ‚bx ep;s 
N 2nmkT | (: "EN EA kT ) äx 
00 ‚ ne 
E BekT . 15 bkr 
= 2xkf st nE wake al 5 k s 


KE> = KT et kT + 3) Ger) zen den 
2a 


| \a® 


Men moet verwachten dat a/b van dezelfde betse als È 
en wel van ae orde ven de FOOR RANGE Sande, De correctie- 
termen zijn dan van dezelfde zehattearde, Er zullen dus 


afwijkingen van an optreden die lineair gaan met ry. 


92 


De genoemde afwijkingen zijn niet gemakkelijk aan te tonen. 


In de eerste plaats geven in metalen ook ds elektronen een 


bijdrage tot Ors die lineair verloopt met T, Verder meet men 


in vaste stoffen meestal C° 


Nu is volgens de thermodynamica 


8 ov IVa 
GC == 0 == 
P v % (o7 ĳ ED. ET wd 


Om deze correctie aan te brengen (die bij hoge temperatuur tot 


boven 10% kan oplopen), moet men derhalve « en x als functie 


van T kennen. Het is dubieus of de anharmonísche correctie op 


Es ooit experimenteel werd aangetoond, 


Fononinteracties. 


Anharmonische termen in de potentiaal kunnen worden geïn- 


terpreteerd als wisselwerking tussen de Fononen. De 


term bv, luidt (1-dimensionale notatie) 


on zt . st 8 3 ' 

1 re RE, Et, av ) 

zr A u u u. met A = TRES p 

oi ) „Sima 1 ‘mn Jmn ou,êu bu, Ee 
lmn 


In deze uitdrukking kunnen we nu .súbstitueren (vgl. 


end Ë 
Ne Le) an eiene 
mo / 2N Mo ja” zij * ì 


Op triviale factoren na wordt dan de kubische term: 


kubische 


(4) pag. 59) 


Ed, EE OE ak t A Loteringhastogke 
A. a  +a ‚ka +a a +a e e 
Ù Stam \ a, rar ag -ar/ as as) | | 


imn a,454s 


Noemen we m = l = u, n= 1 = yv dan is dit: 





a ee u Ne \ faguatiggve i(a,+ag+ag)la 
hd A Je : | 
“Luv y0p9g 


De sommatie over l geeft dan Da 8 (ay+ag+4z,E) waarbij G een 


geheel aantal malen £ is Ad pag. 57). Als we eisvalteeken 
voor een S-dimensionaal kristal, dan zien we dat we alleen 
bijdragen krijgen als 

dy + Às + det, Ë is een vektor van het reciprok 

rooster. 

De kubische anfarmonische term wordt als dtomddetenn Za de 
hemiltoniaan opgevät; De ongestoorde (harmonische) namiltode- 
aan ) az Et + 4) heeft als eigentoestanden de fonon- 


sd 
dj , sits 
toestanden, waarbij Rd fononen van de Kade qó ke zijn. 


De stondagstern induceert nu overgangen ussen deze sameakbge 


ed 


standen. Zo is in de kubische term bv. een. term 


aas “aa“as ö CE dst) aanwezig. 

Deze term beschrijft een zg. S-fononproces, waarbij de f ononen 
ci en as eni ie nn en een Lonon di gecreâerd, Be, 
melee ktor, a van een fonon heeft (vermenigvuldigd met »), in 
veer opstohten de etkenssheinen van een „ SMpULSTEEEOE, ed is 
slachtte gedstindse rd op een vektor van het reciproke rooster na. 
Men BOEREKE van guaei-inpuig. De Ô= EL in bonemd (AAAEE sto= 
ringstern zorgt, äerhalve von Eend van guasi= inpuls. Hen kan 


zo'n Be Senbnpnbess manboknkmaltik in een EE voorstellen: 





rate A EO 
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zin fet ek De genoemde storingsterm be- 
> 8 En = 
Ee ie se 
schrijft dus een proces waar- 
Á bij 2 fononen verdwijnen en 
pa bi we gen 32° verschijnt, ‘“Waarbí j 
42 Se de quasi-impuls behouden 


‚blijft. 

In de kubische term treden ui1 raard ook andere 5 fononproces- 
sen a id, één mpg 5 fononen verdwijnen, of. één MED 

1 fonon veetdldet en 2 te voorschijn komen, 

Deze processen zijn belangrijk in de theorie van de warmtegelei- 
ding. Als er geen anharmonische termen waren, zouden; de. fononen 
ongehinderd door het kristal Lopen en zou. er sl ended 
stand zijn. De anharmonische tems vongen er voor dat uitgaan 
die van een niet- -evenvichtsverdeling het bonónenzaa tot “ERernisch 
evenwicht nadert (ven. net de botsingen van moleculen in een gas 
waardoor zich een Mawet en snelhetderseteiie instelt) 

Bij warmtegeleiding in een gas geldt een relatie van de ge- 

daante: | | | 


À = YO,vL 


waarin 4 de co8fPLoiënt ven varntegeloiding, C, de soörteli jke 

warmtò, v de melkkulals snelheid, Y elen numerieke factor van 
de orde 1'en 1 de genidderas vrije Wetende. in de: rooster 

‘warmtegeleiding gelat een dergelijke formule: v is hier de 
voortplantingsbneïheid van de rooëtergolven,” de wat ie vrije 
weglengte dee Banier, Experimenteel blijkt (oattel pag. 159) 
dat 1 bij kamertemperatuur van de bede 10 zl em is en tent 


bij lagere temperatuur, Bij alleen harmonische krachten zou 1 


oneindig groot worden. De eindige waarde van l wordt juist ver- 
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oorzaakt door de fononinteractieprocessen, die we zo juist be- 
keken hebben, Daarnaast zijn nog onzuiverheden in het kristal, 
roosterfouten en de kristalgrenzen oorzaken van. botsingen van 
fononen, die ook bijdragen tot de warmteweerstand. De theorie 
van de rcosterwarmtegeleiding is bijzonder gecompliceerd en 
is voornamelijk door Peierls o, touw gezet, Er wordt nog steeds 
aan gewerkt en we gaan er hier niet verder op in. 

Yenslotte dient nog opgemerkt dat in metalen naast de warm=- 
tegeleiding door fononen nog een warmtegeleiding door de vrije 
elektronen optreedt, In zuivere metalen bij kamertemperatuur 
is de laatste ongeveer 1000 x zo groot als de eerste, in lege- 
ringen zijn beide van dezelfde orde van grootte. In isolatoren 


blijft alleen de roostergeleiding over. 


Hoofdstuk IV, Verstrooiing van röntgenstralen en van neutronen 


aan kristallen. Hossbauereffect, 
(vergelijk hiervoor: Wijboer en Kokkedee, Ned, T. v. Natuurk. 
29 (1963), 61 en 93. 


T.A., Bak, Phonons and phonon interactions, 


Aarhus Summer School 1965, Benjamin 1964). 


1. Verstrooiing van röntgenstralen, De statische benadering, 
® 
ik -f 
Bekijken we een inkomende vlakke golf e ‚ dio verstrooid 
wordt aan een atoom, De verstrooide golf in de richting E heef t 
dan een amplitude a(@). 0 is de verstrooiingshoek en als) bevat 
als faktor de zg, atoomvormfaktor van het betreffende atoom 
(vgl. het college Elektremagnetische eigenschappen âer materie), 


RE is de golfvektor van het verstrooide röntgenlicht, waarbij 


rennen did wrd an 
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voor elastische verstrooiing [Èl |E, |. 
Laten we nu een vlakke golf van pee 


stralen verstrooien aan een groot aantal 





atomen (bv. een kristal of een vloeistof), 
die we vastgeprikt ânnken op de plaatsen Dis ne BN de am- 
plitude van de verstrooide straltse % de richting k, B de 

de interferentie van de golven wan de vendohiitente atomen ver- 


‘strooid in rekening brengen: 


De intensiteit ín de riohting 


K van de verstrooide straling 





is: ei Ek 
Lao)? D Ee : ix. EB 
RM 
= waarbij d = E, eee 


Voor de werkzame lenende: vöor verstrooiing in de richting k 


per atoom (gedeeld door de werkzame doorsnede voor Bn geïso- 


leerd atoom) vinden we dan: 


o(X) = 1 + En 5 5 e EE aal 
n/m 


Deze uitdrukking moeten we nu. in het algemeen middaelen.aver alle 
„megelijke configuraties die in het systeem in evenwicht bij 


er T aanwezig zijn. Dan vindt mer: 
de, dE 1%. (ro-r4) 
N (Ned. är, 2 1 
Eli) = an fE kf mr g(r,,Fg) e 2, 
waarbij de integratie over het volume V van het verstrooïende 


systeem neet worden uitgestrekt. Wé hebben hier ingevoerd de 


28. peardistributiefunctie g(T,,T,) van het medium, zo godefini- 








‘waarin v = 


ante. 
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ii OE B 
eerd dat g(T,‚,r5) he aad 


ar, en gelijktijdig deelt je 2 in af, Aan te treffen. Als ee 





de kans voorstelt om dseldde 1 ár 


geen sorretatie tussen de posities der atomen is, ís 

g(F,s F9) = 1. Voor een vloeistof zal g slechts afhangen van 
ns [7-2] en voor grote onderlinge afstand r naar 1 zaden. 
ge 2° integraal (over Ta) zal dn En van Mg we 
kunnen de integratie over Fi uitvoeren ( [=S = d en daar g 


slechts van T = Pa-F4 afhangt, krijgen we 


+ _p |e@ = 1) el r ar. 


Hierin is p = U de deeltjesdichtheid, We hebben g nog met 1 


o(%) 


| ad 


verminderd, dit heeft tot gevolg dat we de integraal dan over 
de oneindige ruimte kunnen uitstrekken. We hebben dan in feite 
onze uitdrukking met (an) ° P BE) verminderd, dus net een, „term 
die alleen in voorwaartse richting van nul verschilt, 

De bovenstaande formule ís afkomstig van Zernike en „rins GAT), 
De paardistributiefunctie g(f) (die nog van T en p stnangt) is 
een funotie die karakteristiek da vaët het medium en speelt een 
ERE rol in de statistische EEN | | a 
We ane Here ane formule ook toepassen voor verstrooiing 
aan een kristal, Nemen we eerst een Brévaterótster met de aten 
men op vaste roosterpunten: 


Ez = 1,24 + 1gag + 1zäz e 
Hiervoor heeft de functie gE) de volgende gedaante: 


sE) =v ee ö (F-By) 
io En 


het volume vän de eenheidscel is. 


Do [rs 
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Daarmee wordt: 


st) 1 LLS GD ze) RER ar 


e 148 ee af 


ard hm dd 
at ix. E î Tu Â%e Rm 


= 14 je 1 = Bx°p (Xx) = bi e t_ Bn p BOR 
“13 : B gie T Ee î Pd 
(Afgezien van de laatste tert Heee onze uitärukking sok direct 
uit de eerste fornule voor c(%) op pag. 965) Passen Bs EN 


nule (5) pag. 74 toe, dan vinden we: 


cl) = ex°p 5 B(H-ÀR) — np 5(HX) = Bn°p De 8 (Hd) 
i hier EZ 

waarin gesonmeerd wordt over de vektoren dr van het reoiprok 
wooiten. Er tee dus ische verstrooiing op aan een ideaal 
kristal als X = t. Dit is de voorwaarde van von Laue en Bragg. 

Om te zien of er bij gegeven E (anvalsrichting en golfleng- 
te) diffraötie optreedt, bent men vanuit een zoete roos= 
terpunt de vektor -E, … Hen slaat dek een bol wet traal ko oa 
het usbsdaler “A15 op tens bol een ender rociproek roosterpunt 
líigt geeft dat een mogelijke waarde van de vabsttooltngsmiete 


ting R. Dit is de constructie van Ewald, zie figuur. 


’ ° . ° e ' : De bovenstaande von Laue-voorwaar- 
ë den:-zijn equivalent aan de bekende 


voorwaarde van Bragg: voor ver- 





. Ld % « 

n strooiing is nodig: EEE * Ge . 
’ ’ Dit komt neer op reflectie aan 
E ’ ° de netvlakken; die door de reci= 
Ld . . e « ki Le 


proke roostervektor Eg gedefinieerà 





prester voren 
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worden (vgl. pag.71).en die. a Cz staan. 
De reflectiehoek p = 54. 
sd Ân … n 
x = 2kosingd = 5 sin p= An T 
of 2d sin p = nh, Hierin ís d de 


afstand van naburige netvlaklken 


‘on n ís de gróotste gemene deler 





vân hs ho en hz: 
Wat wordt de verstrooiing van röntgenstralen aan een kristal 
als Hede ehetmtsobe beweging (roostertrtiitagsd) van de ato- 
men ín rekening brengen? 

Uit de formule van Zernike en Prins volgt dat deze vraag neer- 
komt op de vraag naar g(T) voor een thermisch geëxciteerd kris- 
tal. 

Daar nu En = Es +úy moeten we nu feitelijk berekenen 

cert: Errln), duz. net gemiddelde in thermisch bn bij 
temperatuur T van de smacht, | n 

Nu geldt hiervoor volgens een bekend theorema van Bloch, zowel 


klassiek als quantummechanisch, als we tenminste het kristal 


in harmonische benadefing behandelen: 


ix. (U -ú ) 
Nies: ME Ee Ee: 
<s > = eXP (a | 


waarbij en de component van de vektor u‚-ú, in de riohting 


X voorstelt. Deze stelling kan men in ó steppen bewijzen (díe 


we niet in detail uitvoeren): 
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1. De uitwijking x van een harmonische oscillator heeft ín 
temperatuurevenwicht (dwz. bij een Boltzmannverdeling over 


de energieniveéaùx) een gaussische verdeling. 


EE ae 


5 

n REN MA sb = Xx ) 
oe ent )hwoB m 2 
en Vane aa > 


je 


n 





waarin oz) de genormeerde eigenfuncties en B = = voorstelt, 


2, De Fourier-getransformeerde van een gaussische verdeling ís 


weer gaussisch: 


Zo = exp Ee sela) . 


ed Ee : : B . « Dr 
5. U, = U, Ìs zoals we gezien hebben een lineaire combinatie van 
harmonisch trillende grootheden en die lineaire combinatie 


heeft weer een gaussische verdeling. 


Na toepassing van de-stelling van Bloch vinden we: 


hd > > RR 
oC) =) et Makes 
dp 
n 
2 2 + 2 En 
_K We ix. Er x CH nt 
‚== @ n e e re 
ds | 
de > 8 nn 
omdat 
2 2 2 B 
Unox = nn an 2u nx en SU = SU” 
> 22 
-2W(%) =X SU 


De faotor e = e@ noemt men de Debije-Waller factor. 
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Men kan de gevonden uitdrukking ook schrijven: 


E 


De eerste term geeft weer de von Laue-Bragg verstrooiing, waar= 


NS | ee 
oc) = 2) en dp ) 8 (x-G) pn gan) 5 n fe ox nx …). 
ke ede > 


bij elke piek een door de D,W,. faotor gegeven verminderde in- 
tensiteit geeft. De 2° term geeft minder scherpe pieken en 
heet de thermische diffuse verstrooiing. Deze’ geeft een achter- 
grondintensiteit, 

De thermische gemiddeldenkan men En door de ontwik- 


Ee 


keling van ú, in termen van a>, en ag; in te vullen (vgl.pag. 78) 


en dan gebruik te mäken van relaties als 


à | 
nd tp 





1 

Ö „or Ôsmet 

jj dd 
zn dj 


die we hier niet zullen bewijzen. 


Het resultaat ís: 





2 _j 1 + & 
Ku? = é ee) Á zl A3, Ii or ecoth zg cos dig 
6n Su 8 
J 1BZ 
en speciaal 
Te) | ä al (x e TI wis coth dieen 
52 M Ee id aj Tad 


3 1BZ 


Uit deze benee zien we dat voor een berekening van dr: 
röntgenverstrooiing het dynamische probleem (auz. eigenfrequen-. 
ties en polarisatievektoren als functie van q (Cen j)) moet 
worden opgelost. Omgekeerd geeft ei ae de intensiteit van 
de diffuse verstrooiing in principe een methode om de dispersie- 


wet w,(4) experimenteel te bepalen. We zullen straks zien dat 





an 
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neutronenverstrooiing hiertoe een veel betere methode biedt, 


Als we ons tot het Debije-model beperken (en bovendien aan- 
nemen dat ae, onafhankelijk is van de polarisatie-index j, 
dwz. we nemen rs = sq met de voortplantingssnelheid s onaf han- 


kelijk van ji) worden de formules veel eenvoudiger. Bv. wordt: 
w 8 


Bed 2 
x_À = 4 
W(x) = | w 1 coth shop. SE do « 
o 
Dit wordt voor: 
Sn” uni 
Ie: W(x) = Bi (alleen afkomstig van de nulpunts- 
nm beweging) 
Bn 

T>>e: Wx) = EE, | 

. 2Mw El Hattem shed 


Zoals eerder opgemerkt komt de bebekentar van o(%) eigenlijk 
neer op de berekening van g(®) voor eon thermisch geëxoiteerd 
kristal. In het eenvoudige geval dat oi 3 = wd) blijkt door 
Fourier-transformatie van de formule onderaan pag.100. deze func- 


tie te worden gegeven door: 


(PF) = v NE Ba exp (- 


ST 


nt 2 
(F-Ee) 


Za 
n 


2 2 Í 
waarin dr = ed = 2 [de _ Ed . 


ee : i 
g(r) is dus een som van gaussische verdelingen rondom de roos- 


terpunten, waarvan de breedte toeneemt (maar tot een eindige 


d > 
waarde!) met toenemende r. 
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2. Verstrooiing van neutronen. De werkzame doorsnede voor gegeven 
impuls- en energieoverdracht. 


In de vorige g hebben we de zg. eg. van 





het verstrooiingsprobleem beschouwd, waarbij de atomen vast- 
geprikt gedacht worden op hun plaatsen en wel met een ruimte- 
Li jke verdeling dic overeenstemt met de statistisch correcte 
verdeling. In deze benadering worden energieoverdrachten tus- 
sen de invallende streling on het medium verwaarloosd, Dit is 
voor röntgenstralen’ oen zeer goede benadering, omdat de pri= 

_ maire energie Her de röntgenstralen zeer groot is (van de orde 

“van 10000 ev) vagalaken met de energieoverdrachten aan het 
kristalrooster, die van de orde van 0,01 eV zijn. We kunnen 
bij de verstrooiing van röntgenstralen die energieoverdrachten 
toch niet waarnemen (we zien hier af van die processen waarbij 
de röntgenstralen door excitatie van de atomen zelf grote ener= 
gieverliezen kunnen lijden). Dit wordt heel anders bij de ver- 
strooiing van thermische neutronen, zoals men die met behulp 
van kernreactoren verkrijgt. Neutronen hebben een de.Broglie- 
golflengte van. 

h 


-À jj 
X\ = rn 0,287 E DA 


als de energie E in eV wordt gemeten, Voor thermische neutronen 


N 


is de energie vande orde kT, 


T KT in eV Nin Â 

500 0, 026 1,8 
o 3 Ee en 

100’ 5 pero ener 5,0 


10 0, 0009 | 9,6 
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a ld 


We zien dat voor thermische neptronen N van. de orde ís van 
enkele Â° 8, dus net als bij rfnersnutmaten van de orde van 
vinteratomaire afstanden, zen de energie îs van de orde van 
0,01 eV, Dus van.dezelfde orde als de excitatie-energieën van 


de roostertrillingen in een kristal. Bij neùtronen kan men 


… dus dergelijke ‘energie=overdrachten aan of van het kristal heer. 


goed meten, Er kan zg. elastische verstrooiing draden (zon- 
der emerge tmiskeling) ‘en inélastische verstrooiing, waar- 
„bij óén of meer fononen worden geëmitteerd of seshonbeaals 
en men kan deze bij neutronen heel goed aitevschetdet. Wiee 
strooiing-“van neutronen bièdt dus een extra mestmaheltiehetd, 
men kan niet alleen. impulsverandering maar ook enörgieverande- 
ring moten. Dit geeft informatië over de äynânische eta tip 
pen. van het verstrooiende medium. 

De verstrooiingsamplitude bij verstrooiing van één kern is 
a, ondfhankelijk van: de hoek (s-verstrooiíng). a heét dè ver- 
„strooiingslengte.en ís karakteristiek -voor: de beschouwde kern. 
‚We,.kunnen nu een uitdrukking epsehrijven voor de ‘werkzame door- 
snede per deeltje van een in thermisch evenwicht" verkerend sy- 
steem voor verstromiing in een gegeven unteheek a en bij ge- 
„geven energie van het -uitgaanderneutron e : (vgl. vooreen 


“afleiding van deze formule de bovengeoiteerdetläteratüur) 


B et dn B 
ände * Wk, jm) Ielglel Ôle-e +Ep-Ej) « 


i NE en 
nk RN, 
Biatlà das Pr. Nen _ ki EN 
Hierin is: % ErE) Ee, Er Sgr Îenf zijn 


begin- respectievelijk eindtoestand van het kristal, E, en E, 


de bijbehorende energieën. 
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De Ö=functie zorgt voor energiebehoud, P; is het statistisoh 


gewicht van de begintoestands 


-E,/KT 
Pp = a k 
8 EE id 
1 nd B, kT. ‚ 
) e 
A 
&, DE, ” 
Tee j 4,8 ‚ waarin T. = B + ú en. a plaats en ver= 
K ja An n u 8 n 


strooiingslengte van de kern n zijn. 


Als we de energieoverdracht E‚-E; zouden verwaarlozen,” zou 


es e) en k = k, worden. Verder: 


VE 2 EE ke | 
e \ 5 : 5 t 5 
) I<elepl a>) 2e <ilrglf>. cel gl > = <ijTaTeli> … 
£ 


a 


dde 
we ten dan voor 2 het resultaat van ae statische hensderdng 





We zouden de en dan over e kunnen integreren en 
berend Willen we de. energieoverarachten niet verwaarlozen, 
dan wordt de berekening ingerikketddr We noemen Ee, TE = hw 


de energieoverdracht aan het kristal en we schrijven: 


doo " n ‚ 
1 | ziwtrilE,-B;)t/A En nd 
co 


8 (hor EerB, ) = Tek 8 j dt 


waarbij we de integratievariabéle als een tijd kunnen interpre= 


‘teren. Men vindt dan (Plaozel: en Van Hove, Phys.Rev. 925 (1954) 





1207) 8 
“oo at dina SAN 
arr E IK _ En ae at orto eG) der AE) je 
ände £ Anhk, / li’ ST 
Co 
bi ik. U (0) ik. (t) DE 


ber za it \' ° fo n n 
„+ ä Erhk, | dt e ke <e e 2m e . 


hand n 
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Hierin zijn d‚ (+) en u(t) tijdafhankelijke Heisenbergoperato= 
ren; 


dt) = eitE/h gt oviti/n 


le 


waarin H de Hamiltonoperator van het kristal is. 
< >p betekent ‘therhisch gemiddelde: An = ) p;<ilapi> 
waarin i alle eigentoestanden van het kristal Taoórloópt. 

Verder moeten we bedenken dat, zelfs in het geval van een 
krístal uit één soort atomen bestaande, in het algemeen 
B Á aA Er kunnen nl. verschillende isotopen aanwezig zijn en 
bovendien is voor kernen die een spin hebbén a in het algemeen 
versondddend voor Dn en neutronspin parallel of antiparal- 
Lel. Bij de afleiding van bovenstaande formule is ondersteld 
(hetgeen praat sek altijd correct is) dat er geen correlatie 
is tussen de posities der kernen nt an een en 1sotopenverdoling 
en relatieve spinoriëntatie anderzi jas. 

De aemebe term stelt voor de En heeren, de gee de 
coherente verstrooiingsdodrsnede. De incoherente verstrooiing 
treedt alleen op als niet alle a's: dezelfde dan (aa abe be 
mien as voor waterstof Devarbende take vane onek voor water- 


tai? 4 


stof a heel klein bad ontbreekt tus bij röntgenverstrooiing 


(in het geval van een enn BEE uit atomen van één ele- 


B 


ment). 


De thermisch “gemiddelden, kan men weer met het” hadden van 


Bloch brl pag.99) berekenen. Dakruit Gen 


„it. ú, (0) ix. ú (t) 


nm L | B à ee j | ak Ed ae exp {- N es (talos Dz wer) 
k AT Ak: 


a en B lopen over de x, y en z-richting en 
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mh 
M gs) a <ug (0) ug (Bn 
waaruit volgt dat 
he Mig (0,0) Xe = 2W(X) d.i. de exponent ván de Debije- 
aB he 4 rf SE _ Waller-fagtor, 


Als we ú_(t) uitdrukken met: behulp ven: de operatoren a en a 


in kn berekening: 


ET: | ensw.t sinw.t 

M (rn D Ee lat en n ecoth EVA ‚B ne: he + Ì mise 
ap aS4s' Be oe qj Ws els Wa 
Lex u M qĲ aJ 


Deze grootheden kunnen in principe worden berekend als het ay- 
namisohe probleem vande roostertrillingen.(@‚(á)) is opgelost. 


We kunnen nu schrijven: 


EER ino Ie! 


—_d\ k ine 
“aire = (al 0E) ee 5 To 
o 
aZgeen = ze KE he ) 
ade 7 k, d 
met 


seg ) aM) ä atoriet. zh Map (Osip 





x0)-= SE 
“seeht,o)-s zld jen 1%. Eg | geer tet } bp ac: “B 
xy N Ì ad 

R oo 


De functies S: heten de incoherente, resp, coherente verstrooi= 
ingsfunoties, Als we in bovenstaande formules M‚Q(H,t) vervan- 
gen door up (E,0) kunnen we de integratie over t onmiddellijk 
uitvoeren (levert 2xô(w)) en krijgen we het resultaat van de 


statische benadering terug. Die komt ook te voorschijn (zonder 
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benadering) als we de functies s(&, ok over w iin (bij 
constante %). Herk echter op dat donstante % nog niet beteltont 
een constante verstrooiingshoek! We kunnen nu de e-machten 
onder het integraalteken in een machtreeks atekiketen. Det 
krijgen ve de zg, fononontwikkeling: De eerste term geeft de 
elastische verstrooiing bseuiles uitwisseling van fononen), de 
de 


à term de 1- “fononproosasen, Nagbld één fonon wordt geëmit- 


id of AE etoe De formules luiden: 


Elastisch: sne ,w) = en ) on) 


seb Hw) = an) Ee  5(r0) ĳ ES). 
Ff 
De laatste formule geeft weer de von Laue-Bragg verstrooiing, 


die we ook in statische benadering vonden (vgl. pag.1 at): 


) SG) wordt vaak afgekort als A(x). 


i-fononverstrooiing: 
=2W( ) 








ine»  _ Hve En ) 
1 (%‚w) = LE iik Besl ons (eet. wp e+ n) ö (Aw= nlker 
JN 
z=2W(%) 
e 2 y \ 
sehk,o) „= at | ad|x. Er Jl ons 5 eeen es se n) A (nd) 5 Pono, ) e: 
jn 1BZ 


In-deze formule moeten we sommeren over de waarden +1 en =1 
Voor. respectievelijk emissie en absorptie van 1 fonon voor- 
stellend (vgl, de ô-functies). Als T > O gaat coth wp > 1 
en de term met n = -1 verdwijnt. Dit klopt want bij T = 0 is 
er geen ivnon aanwezig en kan er dus ook geen door het neutron 


geabsorbeerd worden, 
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De volgende termen in de machtreeksontwikkeling beschrijven 
28e multäfononprocessen.. Ze. geven in het algemeen een continue 
achtergrond en zijn daarom minder belangwekkend, Voor lage T 
en kleine Es grote M worden ze relatief klein. r 

Interessant zijn de deendanranmEns Nemen we voor het 
gemak Dd onafhankelijk van de polarisatie j. Dan kunnen 7e de 
sommatie over j onmiddellijk uitvoeren en daarbij is 


> 


e vormen een ortho= 


‚ had 
a2* °q5 


Sje ap 2 2 > 
) |X. én 3l = x° (de vektoren Je 
ö 


genaal stelsel).We kunnen verder de integratie over de 184 
omzetten in een integratie over het frequentiespeetrum, Voor 


de inooherente 1-fononverstrooiing vinden we dan: 


w E 
« wal 2 8 bp a > m E zi Re 
ino, ” -2W ed 
51 Go) = PET s=2uL) Jel op loper (oothzhof+n ) 8 (went) 
n le) 


ne 
2 


B 


of na uitvoering van de integratie (pe = 


5) ; 


Der 
„2027 (%) 





si2k,o) g(lwl) ( ootninlolpen) , 


ANM| w | 
Hierin moet n = +1 of -1 genomen worden, al naar w > 0 of 

w < O0, dus al naar k, > k of k, < k. We zien dat we in âit ge- 
val door de meting van de incoherente 1-fononverstrooiing in 

een willekeurige richting in principe de frequentiedistributie 
g(w) roohtstreeks kunnen bepglen, Een bekend geval waar: men dit 
gedaan heeft is meds Gek biel uitsluitend incoherent 
wets. Voor kubische kristallen kan men aantonen dat boven- 
staande formule toch gelät al zal in het algemeen w‚(a) niet 


onafhankelijk van j zijne 








We zien dat: de coherente 1-fononverstrooiing alleen dan een 


bijdrage levert als:tegelijkertijd geldt: 


de _- B 
ko k = + 7 We 4 
en 
=> > pan 
ko „=k = + 4 + ER ë 


De seite relatie betekent behoud van energie, De gie volgt 

uit interferentie van golven die doom wedn Hemden ven 
strooid worden. Hij drukt behoud mba alndtAdeatle be) Minie 
Ha stelt de quasi-impuls van een fonon voor. datnete en nbaoine 


tie van een fonon kunnen we door de volgende diagrammen illu= 






‘strerón: 
Ne ki # Pte Sil a a 
ee Za k 
k q - 
n 
hie ve 
o 
fonon-enissie. … fonon=absorptie 
Als Gr =.0"spreekt men van normaal proces, Als Tj # 0 (voor 
gegeven X = EE is er altijd één combinatie’ van q(uit 1B5) en 


Ep, die aan de betrekking % e= + Er voldoet) is er bêhälve 
emissie of absorptie werf éen fonon fog een’ Bragg-refledtie,“- 
Men spreekt dan van Umklapp-prooces. 

Als men nu bij coherente 1-fononverstrooiing bij gegeven E 


: e4 5 : TP es B ' 
in een gegeven verstroeiingsrichting k kijkt, dan is er in het 
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algemeen voor gegeven + teken en gegeven polarisatieindex j 
maar één waarde van’ R die tegelijk aan bovenstaande vergelijking 
VERD. Men vindt zo één waarde van q en de bijbehorende wij 
Voor Tease ae van j vindt men in het algemeen in gegeven 
verstrooiingsriohting in het energiespeotrum twee deltapieken 
corresponderend met emisats en absorptie van een fonon,. Dit is 
een methode om op directe wijze de disperstiekromme w (4) te 
meten, Deze methode wordt tegenwoordig zeer veel toegepast voor 
allerlei kristallen. Men betioeft slechts naar scherpe pieken in 
het energiespectrum van de verstrooide neutronen te zoeken. Bij 
rontgenverstrooiing is ait iet mogelijk, 
5. Het Mössbaugreffect, SVL, H„ Frauenfelder, The Mössbauer- 
hi oe effect, Benjamin 1962). 
In wanrlatttag bij de hdd eta we noe 
kort ingaan op het Mössbauereffect (M.E,), dat een belangrijk 
hulpmiddel is geworden voor het onderzoek van de vaste stof 
(vgl. ‘hiervoor: Dekker, Ned, T.ve-Natuurk: 29 (1965) 25). 
Bekijk een wksenkenn, die zaden uitzending van eer y-guantum 
overgaat van een aangeslägen toestand naar de grondtoestand, 
Laat het:energieverschil: van deze toestanden E zijn. ALs de 
kern was vastgeprikt zou B, = È. Als het y-quant dan een -iden- 
tieke kern inde grondtoestand‘treft, zou er;een grote-kans op 


abserptie zijn (resonantieabsorptie),. 
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“kern A __ kern B 


Nu zit een kern niet vastgeprikt. Bij uitzending van eem 


“y=quant krijgt een vrije:kern een terugstoots De‘ impuls js 


2 
B tar Ee rt sk … B B nf 
LE, de terügstootenergie dus —L, Derhalve zal 
E‚ = E, - ls, Bij de gebruikte kernen is Ee > 10-100 keV, 


2Me 
Voor een proton is ue = 956 MeV, Dus is E Le weinig klei- 


a: 





ner dan E_. Fo mogen wel stellen: E = Nn Die wscorie 
) Y a 2 
energie R = ig - 0, al 0, ‚1 de en een andere (maar identieke) 


2Me 
kern te exciteren sou notie stie 8, + R‚ Voor. resonantieabsorp- 
tie ís dus een bedrag AR te kort, 

Wat is de breedte van zo'n y=lijn? De natuurlijke lijnbreedte 
„IT varieert tussen 6,10. we en 6.40” PoV. Dwa.dat R/T > Lo En 
Bij lichtuitzending.van atomen js deze verhouding daarentegen 
as ond är is editen nog een Dopplerbreedte Ren: sid de 

me 0,005-0, 05 „eV, duys.van dezelfde orde als Re, ij 


We krijgen dan een plaatje als: -… ;…. Gel 4 En 


had 
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Door temperatuurverhoging slaagde inderdaad Malmfors o.a. sis 

in een waarneembare resonantieèabsorptie te krijgen. Moon deed 

het door de bron op een srneldraaiende schijf te monteren (1950). 
In 1957 deed Mössbauer een dramatische ontdekking. Uij onder- 

zocht de absorptie van y=-stralen afkomstig van het 129 keV 


191, dat ingebouwd was in een kristal dat natuurs= 


191ir) bevatte. Hiervoor is P » 5.10°® ov, 


niveau in 
lijk Ir (38, 5% 
R » 0,05 eV en Dopplerbreedte … 0,1 eV (bij kamertemperatuur). 
M. koelde bron en absorber en de resonantieabsorptie nam toet 


De verklaring hiervan luidt, dat, als de bronkern in een kristal 


is ingebouwd, een eindige fractie van het aantal y-quanten’ 


zonder energieverlies en zonder Dopplerverbreding zal worden 


uitgezonden (recoilless emission), dus als onverschoven zeer 
smalle lijns: M, liet nu bron en absorber met geringe snelheid 
(enkele em/seo) t.o.v. elkaar bewegen. Dan bleek de resonantie 


reeds verstoord te kunnen worden. Later ontdekte men het ùE, 


De 
in Tro, waar het zeer sterk is en nog meetbaar bij 1000°c, 


9 


Hier is 5 = 14,4 keV en 1 = 4,510” ‚ Bij kamertemperatuur 


wordt 70 van de y's “recoilless" uitgezonden. Het oplossend 


2 5 8 
vermogen a is zeer groot, voor ST pe n Beton 


Het gevolg is 
dat men met deze methode uiterst geringe frequentieverschillen 
kan meten (relativistische ape aten: tijddilatatie, invloed 
van het gravitatieveld). De methoùe wordt ook veel gebruikt 
voor de ddie ra inwendige uegnettashe velden in vaste stof 
fen nyperfijnstructuur van de senad ve het genoemde ar- 
tikel van Dokker). | nn 

De theorie van het ú.E. westoert grote overeenkomst ste. Wild 


van de neutronenverstrooiing aan kristallen. Ook daar hebben 
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we gezien dat een fractie van het: aantal neutronen elastisch 
verstrooid wordt (zonder fononuitwisseling). Ook bij fiet M.E. 
moeten we bij de emissie van een y=-quant door een kern het hele 
kristal mee in beschouwing nemen. Het kristal kan in dezelfde 
‚toestand achterblijven als waarin het voor de emissie. was, dan 
is er geen energie-uitwisseling geweest. Energie-overdracht 
heeft alleen plaats als er één. of meer fononen geemitteerd 
worden (of geabsorbeerd). Bij de onverschoven Mossbauerlijn. 
„doet zich evenals bij elastische neutronenverstrooiing het 
verschijnsel voor dat. er geen. energie-overdracht optreedt tor- 
wijl er wel impulsoverdracht is (men kan zeggen datde. impuls 
aan het hele kristal wordt overgedragen). De: sterkte van het 
M.E; deie de relatieve intensiteit van de onverschoven lijn, 
wordt evenals de relatieve intensiteit van de elastische neu- 
tronenverstrooiing bepaald door de Debije-Waller factor. 

De theorie leert dat de kans'op emissie. door ben iens ter 
plaatse F, van een y=quant met. golfvektor Kk en energie E Sege- 


ven wordt door: 





ik.r, 2 
E ek Ela in lp 
Rim ie, ET 
i | (E-rsE sE) 4 


eh B, en be U Teri te begin- en cindtoestand van 
het kele zijn en E. Er natuurlijke lijnbreedte van do 0 Lijn. 
Deze je vitärukking vertoont grote overeenkonst met die voor de 
derisenns zaarsneds voor “gegeven davtlse en energie- overdracht 
Bld knee enke (val. BaE. kee png 


analeng “is dsar Ea men sohrijven: 
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oen E , 
/ dt e <e e 


rr 


| 
__-& lel 
Afgezien van de factor e an is dit practisch de uitdruk- 


king voor de incoherente werkzame doorsnede voor neutronenver- 
strooiing. 

Voor een harmonisch kristal kunnen we dit verder uitrekenen. 
We schrijven: 


, „ik. f, (0) ik. rf, (+) 5: ir OE 
F‚_(É,‚t) = <e e > Bae hel Ps) = Ee eed Jie 


hes d 
o72W(E) 


waarin F, (Eje) = de Debije-Waller factor. 


Dan wordt: 


(TN [2x 
WE) = '"27(E) 12% + 





k 2 $ 
2r 
ED arl 
it (E-E 
too o 
U) Peder a 
ek | dt Cc Ea e 3 Ee 

oo 


waarin H, dezelfde betekenis heeft als op de pagina's 106, 107. 


Ê 
De eerste term geeft de onversohoven smalle M.-lijn. Als men 
in de gee term de e-macht tussen accoladen gaat ontwikkelen 
krijgt men. weer 1-fonon, 2-fonon, etc., bijdragen. De sterkte 
van de Me-lijn wordt bepaald door de Debije-Waller factor. 


Gunstig voor een grote waarde hiervan is: Îage temperatuur en 


2,2 
== Äk E 





Bês dus grote massa, kleine. k, 


Visscher (Ann. Physics 9 (1960) 194) heeft de bovenstaande waar- 
schijnlijkheidsverdeling uitgerekend voor cen Debije-spectrum, 


En wel voor absorptie van y-stralen in 


6 


Ir(E, = 129 keV, R = 46 meV, IT = 4,6,10 " eV), bij temperaturen 
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van 4°R, 120°K en”500°®K. De resultaten zíjn geschetst in on- 


derstaande figuur, 





gin 
barns Or 
Hei 292(120°x) lek 305 
— se 120°K 
4 ; 
(290) B 300°x 
4°x Î Ed 
5) | A: piekhoogte bij 500°x 
ó 
| B: ho, = kO > 25neV 





—40 0 40 80 « 120 160 TP 
Ek E-E, in neV 


De ster! ste van de rees M. -lijn is in de figuur voor 
de en ensen opgegeven. Er zij: nog op gewe- 
zen dat het absorptie= en het emissiospeotrum uit elkaar kun- 
nen worden verkregen door spiegeling Gade lijn E — B, s O, 
Voor 500°E is de M.=lijn bijte verdwenen en is het speetrum 
vrijwel gaussisch geworden om het verpláatste punt E -— B, = R, 
zoals het ook voor een ideeal gas (met Dopplerverbreding) ‘zou 
zijne De 1-fononbijdrage tot het ‘spectrum is weer evenredig 


‘met de frequentiedtstributie g(w), vooral bij 4°K komt deze 


duidelijk te voorschijn inclusief de scherpe begrenzing bij 
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Hoofdstuk V. Het vrije elektronengas in metalen, 


1, Inleiding, de klassieke theorie van Drude en Lorentz, 


Tot nu toe hebben we gekeken naar Ge beweging van de atomen 
of de ionen rondom hun roosterplaatsen, We zullen nu gaan spre= 
ken over de beweging van elektronen, in het bijzonder in meta- 
len, De meest opvallende sigensohep van metalen is hun groot 
elektrisch geleidingsvermogen, Het ladingstransport geschiedt 
blijkbaar door deeltjes die gemakkelijk door het metaal bewe- 
gen, We weten nu dat dit de elektronen uit .de buitenste, niet 
geheel opgevulde, schil van de atomen zijn, die men gezamen- 
Lijk de geleidingselektronen noemt. 

Drude (1900) was de eerste die op basis van deze opvatting 
belangrijke rosultaten vebesse, Het werd omstreeks die tijd 
duidelijk dat het ahelktmonen wanen: Me tevaabrdenderaik waren 
voor de elektrische geleiding in metalen, Men had deze elektro- 
nen leren kennen uit de kathodestralen (des Themen en uit 
het Zeeman effeot (Lorentz). Later onderzochte verschijnselen 
als fotoelektrisch effeot en gloeiemissie wijzen or ook op dat 
er (betrekkelijk) vrije elektronen ín een metaal aanwezig zijne. 
Door de proeven van. Tolman (1916) over traagheidseffeecten der 
vrije metaalelektronen wordt de aanwezigheië van die elektronen 
direct bevestigd. Als nl. een bewogen stuk metaal plotseling 
werdt afgeremd, schieten de elektronen tengevolge, van hun traag=- 
heid nog vat Boor,” kotdik- se Weor het daardoor ontstane togen- 
veld worden afgeremd, De relatieve beweging van elektronen t,‚o.v. 
het metaalrooster neemt men als stroomstoot waar, Tolman o,s. 


namen een draadspoel die om zijn as draait; de uiteinden waren 


11.8 





En 5 
met een ballistische galvanometer verbonden, Zo kon men pe 


meten (vgl. Becker II). Latere proeven kregen resultaten met 


een ge uwkeurdghedd van 2/oo. 


We rdjgen zo het volgende beeld: Positief geladen metaal- 
ionen op vaste roosterplaatsen (of trillend deaankaon) en 
geleïdingselektronen die’ daar tussendoor bewegen. Vordt ben 
elektrisch veld ingeschakeld, dan wordt over de ‘onregelmatige 
EE van de elektronen een gadtukis Hosnind gesuper- 
poneerd, die als stroom wordt waargenomen. De weerstand ont- 
staat door de wisselwerking van de elektronen met ä ionen, de 
door het elektrisch veld geleverde arbeid wordt als Joulewarmte 
overgedragen. Drude bedrijft met de stakironen een soort kine- 
tische gastheorie à la Clausius. ‘ÎHéb berërent hij bi. het elek- 
trisch geleidingsvermogen? ee k 
Stel er werkt een elektrisch veld in de x-riohting B . Dan geldt 


tússen 2 botsingen voor eon elektron: 








d Ets . 
m ze = eË waarin & de x-component van de snelheid, 
mE(t) = m E * SE t 
4 T rn . 
<E> = Ei e(t) dt: waarin t de gemiddelde tijd tussen 2 
botsingen, 
ek eÌ Ì . 5 
Daar ZE > = 0 Îa Eb e= hm kt er C° 1 is de gomtá- 
En o 7 2m EO Ed 
“delde vrije weglengte, 
De stroomdichtheid 
à . 
h| = ens> als n het aantal elektronen per a is 
2 
4 _ ne 1 
S Bm Sv B 
eg 


el 2m 'v 
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Evenzo vindt Drude voor het warmtegeleidingsvermogen 


Re -i | EE: 
Tr =  nk<lv> = 3 no<lv> daar ak: k. 


Dan wordt: 


Te ER a BE ev7p -s(E) r. 
e f 

Exporimentecl wist men reeds lang dat deze zg. Wiedemann=Frangz 
verhouding voor vrijwel alle metalen dezelfde waarde had. De 
evenredigheid met T en de numerieke factor klopten enne: 
Dit was een groot succes voor de eenvoudige theorie van Drude. 

Lorentz deed dezd Beschouwingen nog eens opnieuw maar nu 
met een meer “exacte theorie gebaseerd op de Boltzmann-verge- 
lijking voor de zg. 6ân-deelt jesvordelingsfunotie 


LÚK,T4 Ze Vs V sv)» die in evenwicht gegeven wordt door de 


y 
Maxwell-Boltzmannverdeling. Zijn model, het a. Lorentz-gas 

waar de elektronen tegen BUuttedute Loren hen is veel sen- 
voudiger dan de kinetische theorie van een BER Banx waar de 
moleculen onderling botsen en maar te Bel kenehnevewsrtfekns 
derhalve niet meer lineair is. Deze berekeningen van ranante 
vindt men bv. uiteengezet in Becker II en we komen er later 
nog op terug. ‘Voor de Wiedemann-Franz' verhouding vond” Lorents 

2 E) zodat ae noot ‘humsrieke eversenstenmtne net en 
periment verloren ging. Nu kwamen ook andere bezwaren degen 
deze zg. klassieke theorie aan het Licht. Bv. is de temperatuur- 
afhankelijkheid van Fy en op afzonderlijk heel moeilijk te 
“begrijpen. Maar het grootste bezwaar is dat ie etekinoher ser 
bijdrage: zouden geven tot de saörteldaks darnte the deseteis 


‘orde als de bijdrage van de ionen als gevolg van roostertril- 


lingen. Bij kamertemperatuur blijken de elektronen echter 
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practisch geen hiddzage te Rn (die wordt alleen bij zeer 


lage tenporatuur meid wilk 


2. Fermi-Dirac statistiek, de elektronentheorie van Sommerfeld. 


Sommerfeld behandelde de adeniraaen fac stacde also het 
een ideaal gas was (dus zonder onderlinge wisselwerking), 
en dl plaats van Maxwell-Boltzmann=statistiek paste hij de 
Fermi-Dirao-statistiek toe. Dan verdwijnt meteen de moeilijk- 
heid dat de aiektebhen een gnote bijdrage tot de soortelijke 
warmte zouden geven, Voor transportverschijnselen als elek- 
ek geleiding blijft de methode van. Lorentz Eene op 
de HOLSGORRKS „vergelijking van toepassing, alleen. wordt de 
evenwiohtaverdelingsf unotie weer die van er 
die van Maxwell- Sottana, We zullen nu in het kort de F‚D.= 
verdeling allen, ar is dat natuurlijk een „onderwerp uit de 
statistische mechanioa. 

Eerst iden ik nog, herinneren pen de afleiding van ‚op HB. 
verdeling in de nie van Boltamann. Bekijk een ade „gas 
van meiden, Plaats en impuls van moteouul 1 werden „gegeven 
| „en Pp, « De mierotgestend van het gas is 


Neen 
BEERWAN door een hann in He 6N- LDD LPHALS GARDEREN, de 28e 


door EELT Px,’Py 
ij 
T- ruimte, of ook oor N genunnerde punten in ge, Ean He 
faseruimte van één molecuul, âe 28 peruimto. 
Nu interesseren we ons veelal niet voor „ae 4e precieze micro 
toestand, We zijn bnn DER we de zg, macrotoestand, kennen, 
We verdelen blake de, Be ruimte in gelijke cellen es die niet 
oneindig klein zijn, die nl, een groot aantal punten bevatten, 


maar tooh klein genoeg dat we het hele gebiedje als maorosco- 
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piseh equivalent mogen beschouwen. We kennen nu de macrotoe- 
stand als we de verdeling van de N punten over deze cellen 


ng in wo ete. liggen. 


kennen, dus als we weten dat er n, in wy 2 


1 Aa 
Daarbij interesseert ons niet de nummering van deze punten, 
dus welke moleculen ín wy 1äägen, ete. 

Als we $én pünt in de T-ruimte hebben is de maerotodstand 
dea rnoe natuurlijk bepaald. Omgekeerd als we een bepaalde maorg= 
toestand hebben, dwz. een bepaalde verdeling Z Ú ú, Ee 
dan hoort hierbij een heel gebied in de T-ruimte, de zg. 


Z-ster van Ehrenfest met volume 


_@ B a 
TE) =d el. 


Hg hees 

Bij wijze van ERE werst nu in de statistische mechanica 
de a priorí waarschijnlijkheid van de beschouwde macrotoestand 
evenredig genomen aan it volume (gelijke a’ priori waarschijn- 
lijkheid van even grote gebiedjes in de T-ruimte). Boltzmann’ s 
idee was nu dat de evenwichtstoestand: bepaald wordt als die 
macretsestand waarvoor W(Z) maximaal is onder de bijvoorwaar- 
den dat totale aantal deeltjes en totale energie gegeven is, 
Dit blijkt dan de M,B.,-verdeling te geven en verder blijkt het 
maximum zeer scherp te zijn, zodat een iets afwijkende maecro= 


toestand veel minder waarschijnlijk is. We Hebben nl. 


log W = log NI = 4 Log ns! + const. 
Ni ) agr Des 

hike z=N 

J en 


ot 
5 
Ce 
@® 
Cs 
UI 
el 


waarbij e; de energie is die behoort bij de cel wo 





log 


(W+AT)- log W 
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Stel dat de afzonderlijke ä, zo groot zijn dat we de asympto- 


tische.formule van Stirling mogen toepassen: 


n_=n : 
‚nt e\/2xn n e. . Dan is 


N $ 


log Wa N log N - 3 ns; leg n, + const. ° 
d . 
Bekijk tevens een iets afwijkende verdeling: 


u tAn, 3) log (n „tan, le ) nj log &, 


5 3 log ns; B stad ;) (aoe ny + log(1t + zb) 
d_ Ee Ön. 
= ) leg (1 En zn = jdm 


J 2 J 2 

An, (an) (An) 

ke (a; en dS t An slogn, + | 
ie 


(an)? 


la _ ) on; log a, = Eg 


ù 


De bíijvoorwaarden zijn: bi An, z 0 en ) er, = 0, 


A 7 ' k d ue KS d. kr: En 
In de multiplicatorenmethode van Lagrange vermeng Tul gen we 


Baas bijvoerwaarden met rospootieveli jk Log A en =p en tellen 


ze BI de voorgaande vergelijking ope zel w een maximum zijn 


an moet: 


KT N 


h. DE log n. + log A = Ee = 0. 
Ù sk Ù J_ BA 


j 


Kies nu A en B zó dat 2 van de uitdrukkingen tussen hakon nul 
worden. De overige An, zijn onafhankelijk en dan moeten derhal- 


ve ook de overige uitdrukkingen tussen haken nul zijn. 


=BE 
In het maximum zal dus: Ax = Âe _} „dit is de 


d 
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M.B.=verdeling,. 9 
et N -—. (An‚) 
Voorts ís daar: Bi Eat =d } anr . 
=d 
J 


j „5 B : and 
Neem eens _ = 10 (d.i, een zeer kleine afwijking van de 


ki J 4 07 

HeBe-vordeldng), dan wordt log hk =i 4048 
a WI EO hed 

eondíities is voor Ì am N. ce zot ‘Hiermee zou Er - e@ 1o 


worden, dus onvoorstclbaar klein, Door de druk van een ideaal 


N. Onder normale 





gas uit Ee rekenen en deze te hdd nn met de ideale gas- 


To eBB,: 
wet, ziet men ut B = Ee: Verder volgt A wit A \ e JN. 
An 
Als er geen uitwendig krachtveld is, is E Ĳ 
dr B By Es En gen 
e = Ar PatPytPa)- Dan vindt men voor de evenwichtsverdeling: 
mv 
an sel min 
2kT 
L(x,y,z ZP PoP, ) = N (ate) ° 


Als zoals in de inhun habe de (ébndeeltjos) energie alleen 
maar disorete waarden Ex kan aannemen, kunnen we ter berekening 
van de evenwichtsverdeling over deze energieniveaux dezelfde 
afleiding overnemen, In plaats van de grootte van de fasecel 
komt dan als a priori waarschijnlijkheid van een energieniveau 
E . zijn ontaardingsgraad (of statistisch gewicht) Es De waar= 


J 
„€ e N 
schijnlijkheid van een verdeling \ s à gn) is dan 





, hrm EN 
ww ed, | 
In …! | J Bs 
J J J Tr 
8e 
En de evenwichtsverdeling wordt: n;= N … Bears TE 

DB je 
J 


Deze formule hebben we in het voorgaande reeds herhaaldelijk 


toegepast voor een stelsel Harmonische oscillatoren. 





124 


In ds boren geresumeerde klassieke of M.B. “BULLS ie 


stilzwijgend aangenomen dat we la meleoulen in n beginsel 
kunnen onderscheiden, dien. dat net zin Bene te zeggen: 
deeltje 1 zit hier en deeltje 2 zit daar. (bv. in bepaalde 
faseoel 0; of in bepaalde béndeeltjestoestand Ee. jj Deze onder- 
stelling 1 is echter onjuist: identieke äcelt jes, bv. elektronen 
of dent de ze ibn in de grondtoos tand, zijn principieel niet 
van elkaar ke onderscheiden. Einstoin zei: Man karn af 
Elektron nicht rot anstreichen,. Let zal duidelijk zijn dat 
door deze ononderscheidbaarheid de telling van het aantal 
nbs en äaarnee de waarsch jn1i jkheid van een ma- 
detect midas verandert. | | 

Houden we rekening met deze „niet-onderscheidbaarheid dan 
krijgen we de Bose-Einstein statistiek; deze werd het cerst 
door Bose op een Wiel van lichtpunten toegepast om de stra 
‘“lingswet van Planck af te leiden - en later door Binstein tot 
materiële gassen (He“) uitgebreid. Bij een elektronengas 
krijgen we naast de niet=ordersoheidbaarheid nog te en 
het Pauliprincipe, dat zegt Aat 2 elektronen niet in dezelfde 
ééndecltjestoestand kunnen zitten. Deze principes genen leiden 
tot de zg. Fermi-Dirac-statistiek. In de dente ubentsn. Behar 


beide gevallen zich heel duidelijk en scherp formuleren als 


uitsluitprincipes: 7 

he Het symmetrische, dwz, alleen. die golffuneties zijn toe- 
gestaan TENEN DEN symmetrisch zijn bij verwis- 
selÂng-van de deeltjesnummers. Dit uitsluïtprincipe: blájkt 
van toepassing te zijn voor identieke deeltjes met geheel- 
tallige spin. Men spreekt van bosonen, de bijbehorende 


statistiek is de B‚,E.-statistiek. 
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2° ret antisymmetrische, dwz. de golffunctie moet ee atiee 
trisoh zijn bij verwisseling van 2 deeltjesnummers. Als we de 
golffunetie noteren als VE see Fn) dan moeten we in de coor- 
dinaten E, ook de spinvariabelen ensenomen denken, Dit geldt 
voor deeltjes met halftallige spin, de zg. fermionen (waar- 
onder de elektronen). De bijbehorende statistiek is de F.‚.D,= 
statistiek. | 
Het bovenstaande geldt heel algemeen. We waren hbe bezig 
met de bespreking van een iäccal ges van elektronen, raed 
we dus de wisselwerking verwaarlozen. Een ehbo toestand 
is dan een pesënet van ak oselkientebufidelden, EE 
VEE) == ode Ea) En, nada En, sa) 
i Ne 


ny As 


waarbij ds ééndeeltjesfuncties O4 oplossingen zijn van een 
éóndeeltjes Schrödingervergelijking: Ho; = E,P4- 
Elke functie die doesn willekeurige permutatie van de deel- 
tjes hieruit ontstaat is weer een baten Li van de Schrödinger- 
vergelijking (voor het hele systeem) bij dezelfde totale ener- 
EE Als de deeltjes onderscheidbaar waren zouden we er op 
deze wijze | 

N! 


In, ! 
rik 





„verschillende krijgen: Dit. zou het statistisch gewicht van de 
beschouwde toestand zijn. Bij het symmetrisch uitsluitprincipe 
is van al deze slechts één oplossing gerealiseerd, nl. 

) P VE, vee sE) waarbij P een willekeurige permutatie voor- 


Pp 
stelt. En bij het antisymmetrische is er ook slechts één toe- 
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Jaatbaar, nl. 


Pr (EF) 04 (Fa) vee 04 (Fy) 
ied n Ee: pa (Fy) on Fg) ee oa (Fr) 
5 P > > EEn 
2 (-1) PVE sFge Fn) =. eee seosessessesesene esse 


on) on(Fa) «er on (Fy) 


(1)? 18 +1 als P een ‘even pennen le is, „1 als P een oneven 
permutatie is. De determinant (een zg. Slater-deterninant) is 
nul als 2 of meer van de één- binne nds P, gelájk zijn. 

We zien dus dat dit antisymúmetrische uitsluitprincipe het Paulj- 
principe omvat, | 

In de B.B. -statistiok wordt het statistisch gewieht van ulle 
toestanden gelijk aan 1 (afgezien van eventuele ontaardingen 
van het één- -deeltjesspeotrum). De Katan nnn be Oe Vo 
dat in de K.B. -atatistiek is het grootst ae alle isart den in 
verschillende toestanden zitten (at. Nt ), het cloinst als ze 
alle in dezelfde toestand zitten. DEE eee tot een schijnbare 
aantrekking, preoiezer tot een neiging van de eelt joe om in 
dezelfde toestand te gaan zitten. Bij F.D. etat hat sen uite 
principe tot een tee der deeltjes uit gelijke toestan- 
den, Dit uit zich als een schijnbare afstoting. 

We zullen nu de mans delttaverde tus de BE. en F.D. -atacis= 
“tiek gaan uitrekenén: “De'één-deeltjesenergieën in een macrosco- 
„pisch “clumé vormen ‘practisch een continu spectrúm, We.kùünnen 
de niveaudichtheidà N(e) uitrekenen op analoge wijze els des- 
‘tijds de frequentiedistributie g(w) in de Debijetheorie van de 


roostertrillingen. 
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Neem een kubus met ribbe L (L groot, van macroscopische afme- 


tingen). Voor een vrij deeltje is de Schrödingervergelijking: 
“ 2me 
Ap + ez @ = 0, 
A 
„We nemen weer periodieke randvoorwaarden, (Trouwens de eis 


9 =O op de begrenzing van de kubus leidt tot dezelfde niveau- 


diehtheid,. ) 





, 
Oplossingen van de Schrödingervergelijking: oF) = EE, 
e(E) = en E ‚ Periodieke randvoorwaarden: k = 4, 2 5 
k == ú 2 ke Sne (n,‚nosna willekeurige gehele getallen) 
sg ALeeTRn EE 696 6 
Ax ú) 2 2 
e (ls bk Bn Me) 
n, nons ml 1 2 3 
‚mu he 
T * mn . ND Kol \ 
Neem in de n‚ nons ruimte een bol met straal r = \ ze) n 
An A 
De niveaudiohtheid 
NE: 2 2 Z El 
N(e) de = Anr är = An LEL € Le) de Zde 
. AR A À 
„5/2 D & 
== L ede e 





En 6) 
Verdelen we nu het energiespectrum in kleine intervalletjes 
ed en noem het aantal niveaux a 4e, Ket on 
We leggen nu een macrotoestand vast door het aantal deeltjes 
By te geven dat Gen energie heeft in het EEV LTE Re Ban 
de waarschijnlijkheid van zo'n macrotoestand wordt gegeven door 
het aantal mierotoestanden dat die tovetoentend realiseert. 


Dat aantal microtoestanden is nu verschillend in de verschillen- 


de statistieken, 
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Me 
J 
„ » … ad he id ’ pe 
a) M.B.-statistiek: Wi=' NE er (vël. pag.1i21). 


Immers: Elk van de n; deeltjes kan nog in ©, toestanden zitten. 


‚NI 


Hn .! 
J 





De binomiaal factor geeft het aantal máänieren om groepjes 


ns te vormen. 


5) B‚E,=statistiek: De deeltjes zijn niet-onderscheidbaar. 

De binomiaalfactor moet vervangen worden door 1. Verder hebben 
we n; de lsden in 0; toestanden. Het aantal madeldahetien vinden 
we door n, deeltjes en w‚-1 afscheidingen te permuteren, 


Ral vadia 


T (n‚+ws-1)! 
| 


o) F.D.-statistiek: Hier is n; <wj Waren de deeltjes mj vader. 
ling te onderscheiden dan zouden er vzw) (jen +4) ee WIE 
manieren zijn om n; dead der-An er toontanten snisr te brengen, 
zonder meer dan 1 deeltje in dezelfde toestand te stoppen, 
We moeten dan nog delen door ns eniat de deeltjes niet te on- 
derscheiden zijn. | 
TT ol 
Wz a , 
eel nst lwjens)t 

We moeten nu weer de waarbont int keld maximaal me ken met als 
Bidwoormbarden: | | 


Se n= NN: n.e,.=.E. 
ded ) dd 


We vinden zo: 
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M.Be 3 log W N log N + n.logw „en „logn. 
da ), plegen loen) 


ae ì 

=ô log W = (logn‚-logw,‚+1) ôn, 

: J J J 
á í 
Bess dee Ws En 1 aen Loen ei Join. 
g )_[ hi 3) og(n rw.) n;logn;-o, oan) | 

J 

=ô log W = 


1 =1 +W : 
Je ogn; log (nt ;)) Ön, 
ij 


-w.)loglw en ,)-n,logn, sd 
) [a w) oglw. n) n,logn +, oen ;) | 
J 


1 sk ‚—n s 
) (loen j-log(wj-n,)) ôn, 
) 


F.D,: log W 


„Ò log W 


We vermenigvuldigen de bijvoorwaarden Eön, = 0 en ze,òn, = 0 
respectievelijk met a en B en tellen ze bij bovenstaande be= 
trekkingen op. We stellen vervolgens de eerste variatie gelijk 


aan nul en vinden zo: 


n. 
AT J 1 
ki, Be €: Eeen = ET WS en 
Sar en Hs l+ad+Be, … EE 
J 5 J 
n. ’ 
Be É. 3 _ = 1 
w, a+Be . 
Ĳ e dh 
n. 
F.D. : il = ted . 
Ws a+Be, 
J e J kt 


B is woer 5 en a moet bepaald worden uit 3 n‚= N, 
: ee: : j 
„Voor fetonen is er niet een vast aantal N, de bijvoorwaarde 


un, = N entbreekt daar, We kunnen ook zeggen a = O voor foto- 
OO 0 
nen. Verder merken we op dat als —t zeer klein wardt dwz. 
age , h| 
e Js» 1 de 5 uitdrukkingen. practisch identiek worden, Voor 


grote energieën hebben de verdelingen dus een “maxwellse 


staart. 
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We hebben hier uitgerekend de zg. bezettingskans van de ni= 


veaux f(e), Men noemt e°°. wel de ‘ontaardingsparameter. Als 


e* niet meer << 1 zegt men dat het gas ontaard is, Op pag. 415 


van het artikel van Kahn (Ned. T.v.Natuurk, 7 (1940) 401) vindt 


n pi e 
men plaatjes van f(e) voor verschillende waarden van e “, 


Bekijken we nu weer speciaal het geval van elektronen, Voor 
5/2 


1 om was de niveauêdohtheid N(e) = rz Ve. We hebben dan: 
8% 





4 
2 
xXx 
BIE Se 
EK: EE Om 


5 
r 2 
| N(e) f(e) de = Zjnkr) | site 
Aer ns ied 5 
ek 


n is het aantal elektronen per em°. We hebben aan f(e) nog cen 
factor 2 toegevoegd. Dít is nl. het gewicht van een 1 deeltjes- 
toestand als gevolg van de twee instellingsmogelájkheden voor 


de spin. Verder is Ee = Xx gesteld, 


Als a >> O zal de integraal << 1 en omgekeerd. 
253 
Dus géén ontaarding (a >> 0) als DE TN) << 1 en ontaarding 
2 (mkT)7 
als deze factor >> 1 of in de buurt van 1 komt, Ontaarding dus 


« 


bij grote dichtheid, kleine massa en.lage temperatuur, Men kan’ 
een ontaardingstemperatuur T, definiëren waarvoor bovenstaande 
uitdrukking gelijk ís aan Í. 

mt ns 

di zi Sn Ì te ME Pra : 

Bij He is n » 10°, m e= 6,6.10°*g, 7, = 6,5°K. Dus bij tom- 
peraturen van deze grootte-orde verwacht men afwijkingen van 
het klassieke, gedrag, Voor elektronen in metalen is e le 7.10f 


“en het elektronengas ís dus praktisch bij tedere temperatuur 


‘Ysterk ontaard. Meestal stelt men a = - Zr dan wordt 


Lid 


fle) = 2 ee aen 
kT En 
e ke d 
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Sterke ontaarding betekent Z >> kT. Men kan in principe Z 
bepalen als functie van T uit ij N(e)f (e)äe = Ne heet de 
thermodynamische of chemische potentiaal, Voor T = 0 ziet 
de bezettingskans f(e) er uit als: 

Tot een maximale energie Ge 
(de zg. Fermi-grens of het 
Hermien teen Vet In alle toe- 
standen st 2 elektronen 
(tegengestelde spin) bezet. 


Daarboven zijn alle toestan- 


“ „ 





den leeg. Dit was-ook reeds te verwachten uit de kwalitatieve 


betekenis van het Pauli-principe. 
&o 
Hoe groot is X ? | 2N(e)de = n. 


o 
Hieruit volgt: 


â3 2/5 
h kp (5 2,2 2/5 
mn \x 








En NR 
bo “75 Bu O# 


of: | 1/3 
2 
kr = (on a) . 
kp is do straal van de Fermi-bol'in de kefuimte, dic alle bij 
het absolute nulpunt Fezette todstanden omsluit. Voor metalen 


met één vrij elektron.per. atoom wordt: 


Li Na Kr Rb Cu Ag Au 


Zlin eV) 4,74 5,16 2,06 1,79 7,10 5,52 5,56 


Dus zelfs bij T = 0°K zijn in een metaal nog elektronen met 


zeer aanzienlijke energie aanwezig (bedenk dat bij kamertempe=- 


Kal 


1 
ratuur kT > #5 eV). 


Men vindt gemakkelijk dat bij T = 0’ de gemiddelde energie 


van de elektronen 
Ke> = 5/5 So 
„Dit is dus de nulpuntsenergie van de elektronen. 


We zullen nu de bijdrage van de elektronen tot de EE 
warmte berekenen. Het is zonder meer duidelijk dat die veel 
wiener at zijn dan de klassieke waarde (5/2 k per eïektren), 
emdat alleen de elektronen aan de rand van het Fermi-oppervlak 
_geëxeiteerd funtes worden. 

maten we aans even kijken sian de funetie ge) voor ver= 


schillende temperaturen: 











Omdat N(e) maar langzaam met e varieert, kunnen we het aantal 


geëxciteorde elektronen bij benadering vinden uits: 


de de 
mt) | re = me) | EE 
_ 50 std En sE, 








 - E 
Nu vorgv uit | 2N(e)de = n dat NS) = pe Ez Verder ie 


43 
2e g o 





| AK _ In 2. Het aantal geöxeiteerde elektronen bij tempera- 
eFai. EE Sf Eee 8 
Ad 


tuur T is dus bij benadering: 


ò nkT 
2% 





In 2, en dit is <<n. 
o 
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Om de soartelijke warmte van de elektronen te berekenen, be- 
rekenen we eerst de inwendige energie U van de elektronen bij 


temperatuur T uits 


Ne)sle ornijl Z bepaald wordt door: 


Dit type integralen kan met een ‘kunstgreep als volgt worden 
berekend: (vgl. A.H. Wilsán, The Theary of Metals, pag. 18, 38). 


Besohouw eens algemeen: 5 Es 
A Là 





co we 
de aF(e) n 2 ' 
Te | f(e) TE de st Hie) er =d en Pl) millekeurie 
kT, 1 
ee 
met F(O) ja 
oo 
Ook Ís: Ie=e= 1 Hie DE de. 
ö 
Nu ís En een funotie die alleen in de buurt van e = X van nul 
verschilt, 


We ontwikkelen nu: 
F(e) = F(Z) + (e-5) P'(Z) + dleli® ad 

Dan werät: el 

(z) [e de - "| (el) Ede - AF"(Z) il (ex)? ae + … 
o : o e 4 


De 2° term is practisch gelijk aah nul en 





Pi B 2 o 
á 2 af 2 2 
| (e-X) TE de > - (kT) | 7 L pg dx ee Se (ER) 4, 
s 5x 72%) 
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zodat: 


eet 
Ie 27(2) + Ze (er)Êr" (5). 
K e 
Nemen we eerst voór F(e) de funetie Ì N(e)de, Dan volgt uit 
le] 


- _ - 


de juist afgeleide förmule: 


5 2 | fl 
ne 2 | N(e)de + Z- (km) 2 an de 
| pT (EE), 


8 5 
o 
Oak was uiteraard: 2 Í N(e)de = n zodat ad 
o - 
4 
2 | N(e)de + 5 Sn (kr) dh B), of 
8 n 
E N 
ENE) + Er (ee) ln De mk 
Als e mtet te groet is (RT &< Z) vindt nen ze de bensderde uit- 
. « 
darukkáng : 
2 
d In N KT\ 
gez, Ee (um)? (255 2) - & „(4-% ® ) 
5 5 e= En zjn e (5) 


€ 
_Nu kiezen we voor F(e) de functie | N(sjede. 


Dan vinden we: i 
X 2 ee 5 
Ue 2 | mesa +5 Ger) 2 (gel) 
ez=g 
le) 
Baarn Re ram? (â(Ne) 
a 2 | N(e)ede + 2(5-5 ENE) ke (kT) [ de | Be 
le) rs 5 
So 2 2 
= 2 | N(e)ede + En (ET) S NE) 
5 Ke a? 
=S + Fr (RT) N(E)e 


En 


3 
Voor de scortelijke warmte per om vinden we dan: 
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one 2 ó n 
“0, = eek TNS) = (emdat N(S) SE ze 
ss Dat: 
” kT 
= nk Se 
2 Ge: 


De seertelijke warmte is lineair in T en is maar klein, Be- 


denk dat bij kamertemperatuur de verhouding En van de erde 
o 
0,04 is. 


Boven hebben we gezien dat bij temperatuur T het aantal ge- 
‘oxseiteerde elektrenen van de orde En is. Hieruit volgt reeds 
o 
een wat greetteorde betreft correcte uitdrukking voor de sw, 





nkT . 
Se | 
Voor Ag bv. is’ de’ bijdrage der elektronen bij kamertempera= 


nle: k. 

tuur slechts 0,04 cal/graad per gramatseom, terwijl did van de 
roostertrillängen ongeveer 6 is, Voor zeer lage temperaturen 
wordt de bijdrage van de elektronen eehter relatief: belangrij- 
ker, omdat dte van het reester srieller naar O gaat ( — TS) 
‘Voer Ag bij 2°x is bv.: 5 (elektronen) — 0,00051, 

C, (reoster) — 0,00037, De’ eerste metingen die resultaat hadden 
waren die van Keesem en Kok (1934) voer Ag en Zn tussen: 1,7°K 
“en 4A°K. Ze vonden inderdaad een bijdrage lineair “in T. Men 
‘moet bedenken dat het experimenteel moeilijk is om beide bij- 
dragen (van rooster en elektrenen) te scheiden, Zoals vroeger 
reeds opgemerkt geven metingen eigenlijk Cen om hieruit:0, 
tevinden meet men de uitzettingscoëffieiënt en de compressibi- 
liteit kennen (vgl. :pag.92). Verder is de theorie van Debije 
oniet exaet en ín het bijzonder is de bijdrage van anharmonische 
krachten niet zo goed bekend, Een kwantitatieve toetsing van de 
theoretische uitdrukking voer B (elektronen) is daarom niet zo 


simpel. 
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Ons theeretische resultaat is niet geldig voor zeer hoge 
Hanperaviren, In het. genoemde beek van Wilson wordt de theorie 
voor willekeurig hoge temperatuur uitgewerkt en geeft het re- 
sultaat geïllustreerd in de vslgende figuura ie 


. en Voor zeer ‘hegeek gaat 


(Slektronen) 


C‚naar de klassieke 


« 


bijdrage van 2 kpar 


elektron. 

Termslotte zij opgemerkt 
dat voor smwergangsmetalen 
(bestaande uit atomen met 


niet geheel gevulde ánwen- 





a 
dige sohillen zoals Mn, Fe, Co, Ni, Rd, Pt, W) de bijdrage vun 
elektronen tot Cc, veel groter fis dan bijde gewone metalen als 
de alkali, Cu, Ag, Au. Vgl. de: tabel bij Wilson pag. 149, In 
sommige gevallen ás- de -bijdrage wek-een factor 10. groter! sien 
kan dit wel begrijpen omdat bij deze metalen N(Z,) weel gmoter 
de deit uit de besproken theorie voer tis elektronen wolgt. 
Dit is een rosultaat uit de bandentheorie svan vaste stoffen, die 
we in het valgende hoofdstuk zullen behandelen, In Ni bv. hek- 
ben we 10 buitenste elektronen, die verdeeld moeten worden over 
de Sd-band (die in totaal 10 elektronen kan bevatten) en de 
4s=-band. In Gu met 11 elektronen is daarentegen de,Sd-band ge- 
‘heel gevuld, De d-bard. kam niet ‘alleen 10 elektramen bevatten, 
maar iz ook zeer smal, waardonr de niveaudichtheid zeer groot 
“is, “Schematisch ziet de nivemudichtheidsf'unctie N(e)} er bij Cu 
en Ní wrespeotievelijk uit als volgt: 


® 








Bij hoge temperatuur is in deze overgangsnetalen het elektron= 
gas maer zwakjes entaard (E heeft voor Ni een waarde van 

5470, voer Pd van 1750). Inderdaad vindt men dat voor Pd en Pt 
Gy bij 1600°c aanzienlijk boven de waarde veor gewone metalen 


uitkomt, 


dea Het spinparamagnetisme volgens Pauli. 


‚De vrije elektronen in een metaal geven een paramagnetisehe 
kk arie tot de Pd nn susoeptibiliteit, die in tegenstel 
ling tet het Senone PERO GRSEL EDO. eet ine shaPhaukerd die is 
van de temperatuur. | Oe _ 

Vrije elektronen hebben een eigen megnetisgh iens ntt ter grootte 

‘ & é 
van pg = Jelt = 0,975, 1072 erg/geuss. pj heet het Bohrmagneton. 
Merk sE dat het magaatdeah moment van de dee aneunal 
is; zijn verheuding tot het nechaniseh impulsmoment is nl, Ln 
1.De Ve DT voer de baantereekan: In een dende megnetiseh 


veld kan dat magnetisch moment van het elektron nog 2 standen 


aannemen, parallel en antiparallel met het veld. Daar de mag- 
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netische energie van een dipool u in een velà B gelijk is aan 
-ueÌ, zullen er meer magneetjes parallel gaan staan Jan antá= 
parallel en dat leidt tot paramagnetisme, Dit spinvaramegnetis- 
me van vrije clektronen is veel zwakker dan dat van peraacgne- 
tisehe gassen of ionen, dat de wet van Curie volgt € u me) je 
en zoals gezegd vrijwel onafhankelijk van de temperatuur. i 
Pauli heeft in 1926 dit afwijkend gedrag verklaard als een ge- 
velg van de Fermi-Dirae-statistiek. 

Immers voor de meeste elektronen in het metaal (we werken hier 
weer met Het SommerfelA-model van vrije elektronen) is het on- 


mogelijk em bij aanloggen van een } magneetver an den stiedn 


mement peel Len aan ‘het rele te ne elken, Ze bonden dan in 


we 


So 


toestanden kemen die wedn bezet zijn. Aileen voor Ae ‘elektrn- 
nen in een klein geb ledje zonden het Hermie „niveau (ecv ied je 


in de impulsruimte!) blijft dit mogelijk. Het aantal geöxai= 


_ 
Es) 
3 


5 


teerde elektrenen was bij temperatuur T van de orde van n 


DS 


HO 
& 
el 


Elk dezer zal een bijdrage totaë süsooptibiliteit” vande o: 
2 


u 


ie Dt kunnen: leveren. We hinne dus eef susceptibïiliteit van 


2 
a Sd Ap: EE nue Ri a nb 
de orde van ZT in plaats van EE t In isclat-ren zijn geen 


D „O . 8 
vrije aAsktmenen aanwezig. (In het he hebben deze eer. 


kee band, ) Daar SOTO de elektrenen aan ook evenmin eeiu 
| »ijärage tot hot spinparanagnetisne ols tot ds. sor rtelijke 
warmte. 


He zullen nu de susoeptinildtert wat ‚ mourkeuriger berekenen. 


- 
t 


ve 


Ber jk cerst eens het ‘geval jl à 
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d- mn NT 


nagnetisch 
moment 


magnetisch antiparallel B 
moment 
parallel B 
Voer B = O0 zijn de niveaux voer beide richtingen van het mag= 


netiseh moment tot de zelfde waarde 5, bezet. Als B #4 0 zul- 
len een aantal antiparallelle momenten omklappen, tot heide 
greepen tot het belfde ge arn So bezet kn ie komen dus 
meer parallelle magnetisshe momenten. | 


Het resulterend magnetiseh moment per: am° wordt: 


| ‚ N(e)de 7 es) bee w(e)de ’ 
Nu is zelfs in de sterkste velden HBB << 5e (zelfs voor 


5 


500000 gauss is uoB slechts 1,7:10 “eV). We vinden derhalve 


voer het magnetisch momemt per om°: 


2up B NE): 


En voor de susceptibiliteit: % = 2u 5 NE). 

. 2 
| en | ng 
Voor vrije elektronen was N(S,) = 2 ik. dus X = 8 ze. 





Nu voor eindige temperatuur T: 


Ri sa 5 
Magnetiseh moment per cm 


S Zn Î | meorete-up)ae | (e)f(ezupD)ae | 
= un [ste af(e) de , 


o 


Voor kT << bo kunnen we dit weer berekenen met de methode van 


poss 153. 


bad dk p reid 
We vinden 25: en En Ens 
EN NE . 
Xe 2u NAS) Ë +5 (xr)° atas nle) dé zee | 
de e=5_ 
OO ‚ 2 aten a de . wie 
Voar vrije elektronen wordt.-dits: SEE OB On nt LS 
2 ee n 4 … « 
vee (-& JN eh se Br. he JE 
2 5e 12 \Zo En 


Ed had hal 


Er is lin sleehts een zeer anke afhankelijkheid van de tempe- 
ratuur voor normale tenvsrstusen. 

Voor bier hoge temperaturen kán men äe” integraal numeriek bere 
kene Bet weviltoat: ze acnbron in de figuur: 


s 


Bij temperatureh in 


2 d de buurt ven Zo en 
Sis 4 Js Ms Te 
5o | _„/ klassiek , mager ís het elekusronen- 
| EA gas niet meer ontaard 
if Ess ak ae 
' ed ! en kunnen de spins am= 
zege “bovenstaande 
KE Z formule klappen; daar zal X 
| 5 
0,5 Pd naderen tot de klassie 
Pi ke waarde evenredig 
Í 
Z ri 
Pe | Ls 





1 a KI/E 
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Voor overgangsmetalen verwaehten we weet een grotere. bijdrage 
dan voor gewone metalen bmäat N(Z,) daaf aanzienlijk groter is 
dan uit de theorie voór, vri je elektronen zou volgen. De verge- 
lijking met experimentele’ resultaten i8 weer niet zé .eonvoudig: 
Een kleine verontreiniging met gotwônagnatiseh materiaal leidt 
tot gohoel verkeerde resdltaten. Vefder geven de ionen cen dia= 
magnetisehe bijdrage, díe niet predies gelijk hdoft te zijn als 
die voer vrije ionen. Verder geven de geleidingselektronen, als 
gevolg van hun baanbeweging nog een diamagnetisehe bijdrage, die 
zoals Landau in 1930 berekend heeft voar vrije elektrenen juist 
ka 2 maal za grect is als de bovenberekende paramagnetisshe bij- 
drage, 

Kwalitatief is er voer alkalimetalen, waar het medel van 
vrije elektronen het best apeaats een geede overeenstemming met 
het experiment, Men vaten tubeless in Mett and Jones ef in 
Wilsen, Vgl. ook Kittel. pag. 261. De BAAK END HEN suseeptibiliteit 
is in het algemeen wat. groter dan de. theeretiseh berekende, Dit 
komt vermoedelijk door. exchange krasehten. Als gevelg hiervan 
trachten nl. elektramen: met parallelle.spins elkaar wat uit de 
weg te blijven, Dit leidt tot lagere energie en daardoör tet een 


zekere voorkeur voer parallelle spins. 


4. Thermisghe emissie, formule van Richardsen. 


Met behulp van de Sommerfeldtheorie.van vrije elektrenex 
kunnen ook een aantal emissieverschijnselen heel goed worden 
behandeld, zeals thermische emissie, koude emissie en Leto 


elektrische emissie. We zullen hier alleen het eerste verschijn= 
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sel ‘kort bespreken. : 
Een hete metalen kathade zendt een Stroom vlektrsnen uit, ook 
zonder dat er een uitwendig glertiisoh Vela werdt aangelegd. 
Dit verschijnsel is belangrijk in raäiobuizea e.d. 

De geleiäingselektronen in een metoal zitten ih een potentiaal- 
put t.o.v. de omgeving. De energie” noäig em een breinen uit 
het hoogste hiveau (met äe Fermi-energie) buiten net metaal te 
brengen heet de uittree-energie ef Ze "wark funôtion" w. | 


Voorwaarde dat een 





| NN oe Tua AE Re 
ve W | en | elektrom na-betsing 
DE En ‚ « ' … le: 7 ze ek € 5 
1 7 2 Vo met de wand het metaaj 
Er GOOL, | kan verlaten is dat 
bej 7 4 Á ge w d 





os 
Bi DN 


metaal > E +We=Vv 
. " B an kaf 


re e ke ES EF 
Wij zullen aannemen dat. al deze elektronen angehinderd door- 
„lopen. Ia feite is et boven déze energie nog Gen bectje*re- 
fleotio en ersbeneden nog een beetje doorlating, mar deze 
effeoten zullen we verwaarlozen. Verder onderstellen we dat 
er:geën ruimteladingseffeeten. optreden,*dat de geëmitteerde 


eäektronen dus worden afgevoerd. 


Het aantal elektronen met impuls tussörn-p en P+ dp ís 


2 Vv > 





L(D) UP =d. + 
e-Er Br ORS 
ke vca 4- eilanden B Le a een 


We. hebben Z hier bij benâdering deor &, = Ep vervangen; V is 


Lap is de nivenudicht- 


heid'in de-inpylsruinte (immers k‚= n, SE, etc.evgl pag.127). 


het volume van het metaal em: V(8n°n ) 
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‚ Het aantal elektronen dat per see per an oppervlak het. metaal 


verlaat ís dan 











En n de 5 
JIJ woe IJ Beos 
ee 
P, 
Bn # Tre, 8 % > Wee, 
Pe > 0 P‚ > 0 
5 É ì 9 a 0 2 2 d zi 
Dus de stroom wordt: | daar — e leg ds EE zi De mai 
; . Op kT Ap EE 
x Xx F 
5 „EE 4 1 


Rn & 2 8 
n zel 9 : Er Peten Pe N n 
de ) I- Ôp, Log 5 |: ans GE 7 TomkT âp_âp dp, 
SE Ee . 
XE > Wee 
Em ° F 
Ed e 
too too ES - : Re pep < 
_ ZekT k W a 
= 5 | | Bap, log Ë + exp (- KET Le) . 


eo oo Ì peape 
2ekT w vd on 
ne || tre zl Ht) - 
z Nd : 
2 en en n 

Anme (kT) kT 2 kT 

= , e z AT e Dj > 
n° 


Dit is de formule van Richardson, 


2 2 | en 
A= ESE « 120 8 


h | om (°r)° 
W‚, de uittreepotentiaal heeft voor Ni de waarde 4,6eV, voor 


Ag 4,8eV, woor-Cr 1,8ev, 
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Experimenteel kont de” theorttíisehe formule rYedelijk goed over- 


een met het experiment. Vgl. Kittel pag, 267 e.v. 


Se, Eermionengas met Coulomb-interactie,. 


In de voorafgaande paragrafen hebben we de valentie=(gelei- 


hensen elektrenen ín een metaal als volkomen vrij beschouird, 


Nn vaan me 


Me Oe W. zowel in de lib tees hans te van _Drude- events els 

in de quantumtheorie van Semmerfeld wordt het elektranensysteem 
als een ideaal gas opgevat. In werkelijkheid endervinden de 
geleïdingselektronen natuurlijk: krachten. zousl van de metgal- « 
ienen lean ee andere gele idingselektronen; Peiïtclijk hebben 
we te maken met een uiterst gecompliecerd veel= „deelt jesprobleen Je 
Het is eigenlijk verwonderlijk dat in het bijzonder vocr alka- 
limetalen de theorie van Sommerfeld zulke goede resultaten 
blijkt op te leveran, nk: at. 

Nauwkeuriger theorieën, die dan ook een verklaring weer deze 
goede resultaten van de theorie van Sommerfeld zouden moeten 
geven, zijn van tweeërlei aard: 

a) de theorie wai slakteonen An cen periodiek potentiaalvelà, 
afkomstig van Blnch. 

Hierin denken we ons de be helene ionen in-rust op de rooster 
puntuu van het periodieke kristalrooster, Later kan men dan 
eventueel de roostertrillingen in rekening brengen en het zal 


dan blijken dat deze (elektron-fononwisselverking) verantwoor 


delijk zijn voer het optreden’ van een elektrische woonsten 


„„Vervolgens brengt men het probleem (dat dan nog steods een 


veeldeeltjesprobleem is) terug tot cen Ééénelektronprobleem, 
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dens we hasetesen de tctale golffùnotie ven het veelclektr.nen- 
systeem als een product ber Bebe made abt aatiarmiehtkeske 
determinant) van éénelektrongolffuneties. Dit is sloehts moge- 
lijk als de wisselwerking uitgesmeerd wordt, duz. als elk Yan 
‘de geleidingselektronen geceht wordt te hensen in het poten- 
tiaalveld van de brsitierd ionen + hef gemiddëlde vetd af kam- 
stig van de abdeeshoeste tatingeverdel teen van de andere elek- 
tronen. Deze benaderingsmethode is het eerst doer Hartree in de 
atoemtheorie ingevoerd, Daarbij wordt de ‘gorrelatie tussen de 
elektronen verwaarloosd, men kan er eventueel later correcties 
voor aanbrengen, Van eN pötentdaal waarin elk elektron geâcht 
wordt te bewegen kuunen we één ding äirect zeggen, nl. dat hij 
portoätek is met de sartode van Be rooster, äwz. | 

vr Ep) =cU(r) met Er = ) Ees N 

1 5 
In de volgende hoofdstukken zuilen wij ens uitvoerig met deze 
methode bont: Als we VE) = constant nemen eet deen we 
het. Sommerfeld-model terug. S: knn verwaarloost niet alle 
wisselwerkingen; en sonpenseren © elkaar nl. gedoertelijk. zi) 


„onderstelt. slechts dat de resulterende Sóndeeltjespotentiaal 


eeanstant is, 


b) De echte veeldeeltjestheorieën, die in äé laatste 15 jaar 
ontwikkeld zijn. 
In eerste instantie maakt men hier wael de vene dat 
ket ianenmooëter vorrsnsen wordt door een oembdeus pesïtieve 


(n= 





is het aantal geleidingselektronen per en°). Maar de ea 


afstoting van de geleïidingselektroven onderling wordt wel in 
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rekoning gebracht. Men spreekt wel van he t zeelferniononpes* 
bloen mot Coulorb-rdssclvorking. Den 


De Hamiltoniaan wordt dan: 


je R ek N _ En 
| EE EE Ji el | 7 Ll EEN jk 5 el geel ka: 


ì hk i<j 


lan 
Pat 


“De laatste 2 termen hierin zijn samen: 








pi Po 2 ee ef 5 2 NE: Ke 2 
- är An Ld +N CE | a ar. 
3 ud À aldi d | Ö ude d 
“dk | rep 2e p | ada Sd | Ld e | TY | 
1 
‘pe | Haitutontesn sbrdt dan He Ee + H, ‘met 
2 
A Ps 4 
TE 
Es TEE Es |[F- El 
i 


ij 
Als mon dit neeshdek at da rtreschenedering behandelt, dwz. de 


golffunctie schrijft als een product van éénelektronfuncties, 


krijgt men ‚het Sommerfeld. model, van vrije sLekrones tan De 


… ik Ek 
énelektronfuncties warden ni MEE vlakke golven en Hen 


ê 


kan het probleem. ook in 28e Hartreer -Fook-benadering behande 
„len, Äwz. men sien ad de golffunctie als een adtied rmmetrische 


deberndan nt van Sénelektronoigenfunotios. De annie 


functies Bidean weer vlakke: golven te zijn, ar e tote ole 


energie van het elektronsysteem blijkt t.o.v. EO 


het Sommerfeld=model gecorrigeerd te worden met een term, de 


EE 


zg. exchange energie. ha a 


Als we invoeren de lengte r, gedefinieerd door 


An „ò _ i_JV 
Bian TN 


dwze Ps is de straal van de bol'‘die een volume heef t gelijk 
aan het volume per elektron,’ dan blijkt.de totale energie van 


de grondtoestand:te zijn (An Hartree-Fock-benadering): 


E = N (2 en 26) rydbergs. 


LE s 
s 
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Hier is JN gemeten in eenheden Lr B, hdd 
„me. 


Fa in ‘bövenstaande foruule een dimensieloos getal is. De ener=- 


gie is gemeten in rydbergs e rydberg is de, De eerste teru 
stelt voor de Fermi-energie, dwz. de beteke Anti sbite brevats 
van de elektronen in de Fermi-bol (zoals ook gevonden in de 
Sommerfeld-theorie), de 2° term is de exchange energie. 
Men vergelijke voor de Hartree en de eteseteuthonnterde 
van het elektrongas hoofdstuk 7 in het boek san EN | 

Men kan ook een veutke wize behandeling van het tamilonene 
gas met Coulonbwisselwerking geven door de tern H‚ in de Hamil- 
tohiaan als storingstern op te vatten en die te behandelen met 
Be storingsmethaden ontwikkeld in de moderne veeldeeltjostheorie. 
Dit is het ‘asset .veahnn door Gell-Mann en Brueekner (1957). 
Vgl. ‘bv. Van Hove, Ned. T.Natuurk. 25 (1959) 227, Het votitoat 


Ke 


is 


$ Nai ra” Beens Ls 
SE = N en Al, 0, 0622 1og Fr, = 0,096 + or) | . 
r Es sad ee : 
8 - Ri 


Men vindt een ontwikkeling naar de parameter Es? het is dus 


een hoge-dichtheiâsbenadering. Voor senwaardige metâlen ligt 

rs tussen 5 en 6: Bohr-eenheden, zodat bovenstaande ontw*kkeling 
niet goed toepasbaar is voor werkelijke metalen, Ook voar lage 
diohtheid kan men uitdrukkingen voor de energie af leiäen en ten- 
slotte zijn er benaderingsmethoden ontwikkeld voor het interme- 


diaire dichtheidsgebied. Wij gaan daar niet verder op in, Hen 


vergelijke hiervoor bv. Ch. 9 en 10 in het'bbek van Raimes, 
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Hoofdstuk VI Elektronen in een periodiek potentiaalveld 


1. Inleiding. 

Zoals reeds in de vorige paragraaf werd besproken hebben 
we in een metaal feitelijk te maken met een gecompliceerd 
veeldeeltjesprobleem, Ter vereenvoudiging gaat men nu uit 
van de volgende schematische beschrijving: Als vlementaire 


bouwstenen beschouwen we de ionen en de valentioëlektronen 


(dwz. de elektronen uit de buitenste schil van de atomen), 

We Helden ons voor dat ifs elektronen uit de verder naar bin- 
nen geleen schillen ven ae atomen weinig of niet beïnvloed 
worden door de naburige atomen, zodat het ion dezelfde struc- 
u hoeft als een vrij ion. De valentteëtektronen worden wel 
sterk beiïnvleed door de naburige atomen en gaan min of meer 
door hef mate let bewegen beent iekee. zodat 
het niet meer mogelijk ís een. geleidingsolektron aan een bee 
paald atsom toe te schrijven. 


Zeals. reeds opgemerkt denken we ons. ‘de positieve ionen in 
kristalrooster, Later, in de theorie van de elektrische gelei- 
ding bv, brengea; we dan de roostertrillingen. in rekening, die 
„dan verantwoordelijk blijken te zijn. voor het:optreden van een 
elektrische weerstand. | 

Vervolgens wordt net probleem teruggebracht tot ven óén- 
elektrenprobleem, dwz, men werkt in Hartree (of Hartree-Fock) 
benadering, waarin elk elektron geacht wordt te bewegen in een 


petentiaal die alleen van de coârdinaten van dat cne elektron 
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afhangt en die we kunnen opvatten als bestaande ùit hete 
potentiaalveld van de pesitieve ienen plus het veld afkomstig 
van de uitgesmeerde laäingsverdelingen van de andere geleidings- 
elektronen, Deze pétentiaal îs periodiek met de periode van het 
kristalrooster. 

‘In dege theorie, oorspronkelijk afkomstig van F. Bloch, 
voldoen de Eön-elekträncigenfunêties ‘aan een Gón-deeltjes 


ot 
Dà 


“‘Schrödingervergelijking: 

ne ” dn ee nj 0 

=gnÂ P(E) + VE) oF) = e o(F) 

: > bud «ses Re n 
waarin V(r) = V(r+Er) en e de energieëigenwaarde is van het 
‘één-clektronprableem.” De periodieke potentiaal V(E) zou eiïgen- 

lijk self-consistent (in de zin van Hartree) bepaald moeten 

worden. We zullen hier niet bespreken ‘hoo men V(®) in de prak- 

tijk zo goed megelijk bepaalt, maar ons eerst concentreren op 

- a lk "en en : linn 

de vraag hoe het één-clektron energiespeetrum er voor een perio= 

RE it d en “Ch per 

dieke potentiaal uitziet, 
en ° , é mp er Nn “ig 


Ons praebleem vertoont een zekere analogie met het probleem 


van de roostertrillingen (vgl. pag.75en pag.80): 


… es ap B ° 
MN ús == ED "Uig! 


hk 
5 ns,‚ms 


ns! B EE € Bt 5) 


in die zin dat beide invarîant zijn voor roostertranslaties. 

Dwaze’ zowel de Sehrödingervergelijking als bovenstaande trillings- 
vergelijking verandert niet al% we T vervangen doer EF + Eos 
respootievelijk uw, VAPnhERn dObE Det 

In het laatste geval is de gezochte en slechts voor 

z waarden uit de Genhetanues Betetindeord. we het geval van 


de Schrödingervergelijking is P(E) een Functie gedefinieerd 
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voer alle F. In beide, gevallen heeft deze translatie=invarian- 
tie belangrijke consequenties voor de oplossingen, Bij de 


roostertrillingen hadden âe oplossingen de gedaante 
Pad 
id. Ee 


Us =De Bn. Se À oe 
ns qs 


waarbij de Bek Tanes q nd hdd dek randvoorwaarden precies 


N waarden uit de 1BZ en aannemen, 


In het Schrodinger- prsblaen En we de aplassingen voer 


de één-elektrencigenfr»neties sehrijven als 
> Pl: E 
> . 
zr) = En e 


2 


waarbij nu @ een funotie is die periodiek ; is in het rooster, 


ans. 


up (rely) = uz (F). 


Dj 


Men naent PE) sen Blech-funetie, het is een” met de periode 


Ad 


van het teester gemaduleerde vlakke golf: Iets anders geformu- 


leerd: Bleeh heeft aangetoand dat de oplossingen van onze 


Kad 


Sohröäingervörgelijking voldaen aan:” 


E En se a Er 
ED > ED. 


‚3 


Vergelijk met de analoge vonnis voar ‘de EOV Ree 


id. Er 
Us > = @ u _E ARB. de BAlEVARLOF van aid alepa 
n+1,s. ds „ns” 


Bekijken we een groot parellelopipedun. met ribben Lay, Le ‚ La, 
en nemen we perloaieke randvoerwaarden, gan zijn ag mogelijke 


waarden van k (net dig Bed nl hid ede van 9: 


be) 


1 ind 5 Ri Á 
T (nb, + Dg B, + n sbs ode 
waarin Be de bee van Rf reciproke rooster en de 


getallen ny, zeke zijn. Als we bij E een te rooster 
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vektor optellen verandert e niet. We kunnen derhalve K 
weer beperken tot waarden uit de 1° Brillcuin zone (geredu- 
oeerde zone). Soms dnet men dit, soms ook niet (extended zone 
soheme). Opgemerkt zij ae dat als or) een oplessing is van 


de Sehrödinger-vergelijking, dat dan ook 
pF) = e ur (F) 
een oplossing is bij dezelfde eigenwaarde e(k). 


Verder, als er) voldoet aan de Schrödinger-vergelijking 


= En Dop + Vor = e (Hor), dat u (F) voldoet aan: 


k 
ne EN he ze 
CT Aup(r) + 2i(k.grad ue) kar Ë vr) ug = e (Kk) ure 


Als de periodieke potentiaal V(T) klein is, verwaehten we dat 
de eïgenwaarden e(k) nag sterk lijken op die voor vrije elek- 


| Ee | En 
tronen e(Ì) = Ls . Echter als k aan de rand van de Brillouin- 





zone komt, baie er een Drudberefteatie optreden, koele we verder 
nog in detail zullen “tens Wet energiespectrum breekt hier op 
en er outetänt ben bardenstructuur; Verbeden en toegestane 
banden van ckers nadaan Ainsre wikoar af, Îie de figuur, 
getekend voor het één-dimensionale geval. Men vergelijke dit 
met de frequentiebanden (akeustisoche en optische takken) in 


de theorie van de roostertrillingen. “- ne ene ee ze 
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=Sn/a, =2n/a n/a 


Deze bandenstructuur zal van, grote invloed blijken te zijn op 


A 


de eigenseshappen van vaste stoffen, o.a. bepaalt hij of we te 
maken hebben met een geleider, een isolator of een halfgeleider, 
We zullen het theorema van Bleoh eerst eens wat nauwkeuriger 


bestuderen voer een één-dimensionaal systeem. 


2e Algemene één-dimensionale periedieke potentiaal. 


In het één-dimensionale geval ziet de petentiaal er bv. uit 


als volgt: 





nek Ö 
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De SehrSdingervergelijking luidt: — = 28 4 V(xjolxz) = e @(x) 
dx 

zet Víxta) = V(x). Voor speciale keus van V(x) kan men soms 

alles expliciet uitrekenen. Bv, voor V(x) = const sin ZEE 


krijgen we de äifferentiaalvergelijking van Mathieu, Aronig 
en Penney (1250) hebben een potentiaal genomen bestaande uit 


reehthoekige putten, 





mm, oenen nn memmanesnmmsns 
N iS: 


| 
| 
| 
A's 


Me 
IK 


| 

| 

| 

| 
Se 
Ze gingen tenslotte over tot de limiet: b > 0 Vo > 0 v‚b? —_ 0 
Vob > eindig. Dan krijgt men een periodieke rij van Ö-funoties, 
Dan kan men eiïgenweaarden en eigenfuneties expliciet uitrekenen. 
Hierop komen we nog terug. 

Voor het één-dimensionale geval van sd westetteks potentiaal 

was de stelling Han Bloeh al lang bekend onder de naam: theore= 
ma van Flogquet, Vgl. voar een algemene behandeling bv. Hott 
en Jones of Kramers, Physica 2 (1955) 485. We zullen dit nu 
bespreken, _ 
Als de potentiaal periodiek is hoeven de oplossingen natuurlijk 
nog niet periodiek te zijn. Wel is het duidelijk det als p(x) | 
siba tet dak: ook o(x+a) Ben oplossing is bij de= 
zelfde eigenwaarde. 

Nu is onze vergelijking een gewone 2° orde differentiaal- 
vergelijking, die dus voor elke e twee reele lineair onafhan- 
kelijke oplossingen heeft, Noem ze oz) en Pz). Dan zal 

py (x+a) = e,494 (2) + 0,9Pg(x) 


vg (ra) = e2494 (2) + eaaPg() met reële ooëfficiënten c. 
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Verder geldt voor de determinant van Wronski Wx): 





ex) ez(z) 


t 

…_d 

91 P2 P4 92! 
En Ux) == == Pz î = 
dx 7 dx | dt Wik hi = 

' Al t u u 
Fez) egla)f Fez oat [ej 95 | 
\ P1 Pa 
= 0 + zE Ee — vz) = Ö: 
7 


| ® Pz 
W(x) is dus enafhankelijk van x en verder is W(x) # O anders 


waren @, en @s geen onafhankelijke oplossingen. Verder is: 


|o, (ea) og (x+a)| 


Ht 


W(x+a) Dn 
| py(xta) opzla+a) 


'e (nao Eros are) 02491 2)03295 0) ai 


n (ess (2) wong 2) 04194 0)r000Pa 


= (°141°22 … °,2°21) Wij 
Hieruit volgt nu dat 
044®22 7 C42°2j * de 


Bij gegeven e kunnen we een willekeurige oplossing schrijven 
als 


vz) = C,94 (2) + Coeg lx). 


We vragen ons nu af of we C, en C, zó kunnen kiezen dat 
(ta) = N y(x). Nu ds: 


 x+a) = C‚0y (x+a)+Coog(x+a) = (e4044*ta0a1) °‚) + ((e4942*02022) Bane 
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Dan moet: Rn gt et € 
Crosa + Ento A Cod) O4 + 09409 = 0 
of 
C4ojg * Caeag = 1Og 6,204 + (egg) Og = 0 


a 


Sr is een van de nuloplossing versahillende oplossing voer 


0, en Co als 8 De 5 
nd 7 À. Pet Ns Er EEN eraann CA def 
| = @  dË A = (e44+e22) krt = Bn 
ea é eso en peer el & f 


We noemen de wortellá van deze vierkantsvergoli jking à4 en hijs 


We zien dat X 1à2 = 1, Als \ = ks of hz zijn er oplossingen 


en ka 


Y(xra) = Aj, 2 vx). Die wortels A, 


ta: snie en daamnge funoties vG) zodanig dat 
1, 2 ua neg reëel of oom= 


plex zijn; dit hangt er van af of de discriminant 


(ez + 0,2) 


> 0 of < O0. 
Als do EEEN ehs zijn, zijn ze elkaars toegevoegd 


cemplexe en hun abselute waarde ís 1, We kunnen ze dan voor- 


stellen door el “?, respectievelijk e ande In dat geval is er 


mend samen wen, 


dus één oplossing \(x) met de eigenschap 


G(xva) = oi? y(x), 


à 


Dz 
en de andere eplessing is in dit geval Y (x), zodat 
y(x). 


HS de EN reëel zijn kunnén we’ ze noemen. + 8 
nd Det gelat ‘dus dat 


vh (x+a) aika 


a - 
Fe en 


T_ 


v(xta) = San Er 


In dit geval krijgen we geen fatsoenlijke oplossingen van 





zi 
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onze Schrôdingervergelijking want de aplossingen nemen dan 
onbegrensd in grootte toe als X — of als Ks moe 

Tenslotte is er de mogelijkheid dat er eas samenvallende 
wortels zijn gelijk aan +1 of =1. In dat geval is er iú het 
algemeen één toegestane eigenfunetie met de periode van het 
rooster (of zó dat: y(x+a) = - y(x))E 

let al ef niet reëel zijn van de wortels hangt af van de 
waarde van 044 + P2g: Men verifieert zonder aio GE e44 + Oso 
nnafhankelijk ís van de gekozen basis 7 (2), va (x). Wel zal 
oj4 + Coo diteratrd een functie zijn van a energie E. ‘Als de 
wortels A,2 reëel zijn IG +1) betekent dat, dat er voor die 


ds zl 
waarde van e geen acceptabele oplossing van de Schrödinger- 


& Tek - Be ; ne lk pe 


vergelijking is. Een wat gedetailleerder onderzoek (vgl,Kromers) 
laat nu zien dat o44 + Coa als funotie van e het volgende go- 
drag vertoont: 


Î %11*Pa2 | 


2 je ee 





ee 


We zien hieruit dat toegestane waarden: voor de. éénelektron- 


energie e‚ waar less + og | < 2, afwisselen met verboden waar- 


den van ee, m.a.Wwe we krijgen Snergiebenden. 


Lika É 
In de k DORBEE MORS Be Le EE zijn er kn ech Hest kje VEN, 


G E 
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ik 


of ook vl) zg u(x) met u(x) perioâiek. 


5 + a ‚Ska =ika 
Hier is c + CG 2 e e zB me Ens 
EO me Sh 22 et Ee enk 


ae ' N p 8 ä 
De begrenzing van de toegestane zone s is voor cos ka = + 1; 
n” En Ren 
dus voor k = en met n geheel. We voeren nu weer periodieke fand- 


veorwaarden in, dwe. 


P(ÚxeL) = t(x) met L = Na. 


Dan moet g*kNa ss Ls deg, En k; =S ze j met j geheel. 


Het toegostane energiegebied” is dus niet echt continu, maëf’ ág. 


quasi-continu, Verder merken we ep dat k niet eenduidig bepaald 

is; k is inners getafinieerd door de Vonvausde: | 
Va) e= oik2 y(x). 

We mogen hiórdn k gerust vervangen door k + n 2e met eenst 

De oplossing ba en Bek âe bananen tide energie verandert hier- 

door niet, Omgekeerd mee de bij gegeven ë aile k-waarden nf 

k + n Ze nemen als k zelf voldoet, m.a.w. e is een periodieke 

functie van k da periode 2E, We verliezen ie als we k 

altijd kiezen in het interval -E, + at de zg. eerste Brillouin- 


zene, We spreken dan van het gereduceerd golfgetal (reduced zone 


scheme). Als we dit doen moeten we voor j nemen één wan de waar- . :. 


den —EN41, —AN+2,.e.s+EN, waarin we N (zeer groot!) als even 


& 


„hebben aangenomen. Er zijn dus N mogelijke k-waarden in de 1iB4, 
die allo tot versehillende Bloch-functies leiden. Er zijn dus 
evenveel toegestane éigenfunêties în een er als er atomen in 
het beschouwde stuk kristal zijn. 

‘Er zijn uiteraard nog verschillende banden. In elk daarvan 
‘kunnen Ge laten lepen Yan -E tot + z, Echter kunnen we oek in 
de eerste band k kiezen uit het interval'- 2, + ZE, in de 2° pand 

2n 7 7 2n 


uit ==, == en =, + == eto. * 
a a a a 
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Nemen we in elke band de hann gelfvektor, dan zijn er 


die we ddor een bandindex n ándenapbellled. Dus: e= e_(k), 


ikx 


Vr (2) ul). vl dS aan 


ul) voldoot aan de vergelijking: 





Ir Ch 


ie, za Tak BE ve) ue) 

5 + AL ka 2e e (k) =— ee - V(x Ju xXx) = 
axe ‚ dx ne 2m 
Het is duidelijk dat e„(-k) e e,(k) en Vox * Uik” 


Een speciaal geval is she dat van vrije elektronen, Hier 





is vx) = 8 Wela) s ie elk) = . Men kan dit natuurlijk 


ook Kraakd gereëuseerde golfgetallen schrijven in Ae radhecdrt, 


«, 


al is ant hier een beetje gekunsteld: 


EN 


eBntern Pa Ke ke ij = He fe ze 
Sa nk q En 2m \ a) 
‚ (H+i)r' we ll 
‚n oneven Wx) = sE, A ek) = dee _ Serie 
de nk î A Ee: dm \ a 
kn dn DR 0 $ „t & 
AE 2 
_ „Äkx ai eha NS NN EEn nn \ 
< 0 n even RC, me Be 5 e‚(k) = 5e Ee = r) 


$ 
ef 
an 
a 
Le) 
av) 
ao 


‚n oneven Vak (2) = gE ze „ce {(k) = 5 & „es 


= d ‘bte 


We kunnen. de energie grafisch voorstellen als funetie van het 
gereduceerd golfgetal, Dan Bonn Le energieën van opeenvolgende 
banden continu in elkaar over voor Ee 5 0) of + En Voor verde 
glektronen is het veel natuurlijker om k niet tot 1B7 te beper= 
ken; maar B door te laten Lopen. De ‘enorgiekronne vordt 


dan natuurlijk een gewone parabool. 


EN 
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' 
[€ (x) : | Fa) / 
| Î Z d ' 
Á / | 
k / 
IN P4 
\\n=2 n=2 / 
Í N 
Se p 
\ / ! AN Ps 
N / * ad i 





Kan, 2 JN 
\. Pi Pz n=0 n=0 7 ee 
LE 2 0 R On SRT EK & 9 ge a 
NE a an 8 AE Ot sn ir 
extended zone ‘scheme reduced ‘zöne scheme 7 


Als er wel, een potentiaal is, zal de energie niet continu , 
deorlopen:: Ook dan kunnen we e(k)- tekenen hetzij in het 
“extended zone scheme" of in het “reduced zone-scheme", Er + 
zijn nu toegestane:banden afgewisseld met. verboden banden, 

De figuur rechts hieronder wordt verkregen uit die links door 
de takken ever afstanden van.n.E langs de kras: te verschuiven. 
Beide voorstellingen zijn equivalent, Welke men gebruikt;hangt 
er slechts van af welke in een bepaald geval het gemakkelá jkst 
is. Voor vrije of bijna vrije elektronen heeft de voorstelling 


in het extended zone scheme evidente voordelen. 








180 = 





=Sn/a =2r/a er/a 4 n/a 2n/a ara 


_ E ke 5 4 
extended zone reduced zone 





In het algemeen zal men e(k) als een periodieke functie van 


k vinden met periode SE, In het reduced zone soheme pikt men 


er het gedeelte tussen - z en: + Î:uit.:Dit bevat reeds olle 
toestanden; In-het extended zone scheme pikt men die bepaalde 
tak er uit,.die.(voor bijna vrije elektronen) het- nauwst bij 
de parabool voor vrije elektronen aansluit. Zie de-vetgedruk- 
te takken in onderstaande figuur. Omdat deze energiekronmen 

_ zowel periodiek zijn als symmetrisch -om k.= O0, zijn de afge- 
n 7 


. leiden van deze krommen nul zowel ín:k = O0 als in k = + if 
2 


‚te ete, 
a 





EN 
| | 
| 
B 





repeated zone scheme 


Het Kronig- Penney model HE A, Smith; Wave mechanics 


of erystalline ‘solids, London 1961) 
‘ 
We. zullen: het Kronig-Penney model; waar je alles precies 


“kunt uitrekenen, nog eens iets nauwkeuriger bekijken. 


zie me or Ka pmen is en Bz 


| a bre = & (periods) 
| 

i 

! 





„tellen we eerst e < O0: B e= RT a = 5 . 


.: h 
In de $ aangegeven gebieden ziet de eigenfunctie er als 


volgt uits 
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I: o(x) = helf 4 pete 


II: @(x) C sin ax + D cos ax 


U 


pr n 6 lr VS 
III: o(x) = gia (ach (2 a) + Bef (x be volgens Blooh. 


We hebben de eis van continuïteit van eigenfunctie en van zijn 


afgeleide: 


Voor x = Ot A + B 


1] 
le 


Ke») 
or 
ed 
t 
se, 
ar 
Hi 
R 
a 


\ 
\ 


x= bs C sin ab + D'eos ab zee (aerP? + pe°0) 


_ 


N 


ac cos ab — aD sin ab = Bet (aorfe - Be). 


Als mon hieruit A, B, C en D elimineert, vindt men: 
2 2 


‘cos ka = bnp bin ab sink Be + eos-ab oesh-Bo. 
. oe <. ns 8 5 ú 


Voor e > O gaat de berekening analoog. 
Analoog aan onze figuur op pag.-156kaen men nu voor gegeven 


keus van Vos b en c het rechterlid tekenen als funotie van se, 


Vergelijk Smith, pag. 134 e.v. Zie voeral de figuren 4,16 


waar de energiecbanden getekend zijn voor b = ec en waar 
2mV, 

ey == verschillende waardenheeft. 
eN hees …, { Kad 


We gaan nu over tot de limiet van een rij deltafuneties. 
2 . 
NE,’ ’ 
Tse ba0 Vb de P (zeg), dan zal ook ab > 0. 


We vinden in deze limiet als voorwaarde: (weer voor e < 0) 


Bae 


cos ka = cosh Ba = E. sinh Ba. : (1) 
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| ve hadden deze betrekking ook direct kunnen krijgen als 


volgt: V(x) == ie 


ma 


P ) 8 (x-na). Als de pötentiaal ergens 


n= co 


een Ö-piek heeft, dan heeft de afgeleide van de eigenfuno- 
tie daar een sprong: 

grof (0) e ZE (0). 
Dit velgt onmiddellijk doer’ integratie van de Schrödinger- 
vergelijking aver een infinitesimaal intervalletje rsndom 
de Ö=-piek. We hebben nu: | 


AeP= + Bef” 


a 
| | In IT : e(x) 


Î 
I II | III In II: o(x) = noike B (x-a) poikegBlx-e), 


| ä 


p' bovengenoemde sprong maken, Dit levert dan weor (2) op |. 





In het punt x = O moet p continu zijn en 








a? | 
Voor e > 0, e= EEN vindt men analoog: 
deë Va = bor ke =he alu kas (2) 
si o ka B 


o 
We kunnen nu het rechterlid van (1) uitzetten als functie van 
Ba voor verschillende waarden van P. We krijgen dan de’ volgende 


figuur, waarin alleen de vetgedrukte gedeelten een toegestane 


energieband geven. ( |ces kal < 1 ) 





Het geval e > O werdts;uitvoerig in het boek van Smith gedis- 
oussieerd, Men kan weer het rechterlid van 2 als. Punetie van 
ke uitzetten. Men krijgt dan een figuur andloog ‘aan onzo 
figuur op pag.156 . We zullen fig. 4.8 van Smith hier overne- 


elle 








165 


"De stippellijnen voor e < O0 geven de sherbie van de éne ge- 
… benden toestand: die er zou zijn in één enkele put, Ut de 
„fíigurea volgt verder, dat hoe kleiner P (hoe zwakker. poten= 
tiaal) des te nauwer aansluiting bij de parabool voor vrije 
elektronen, Als P > 2 ligt de enderste band geheel in het 
gebied van negatieve e, Uiteraard zouden we EEn nitens k 


dezelfde figuur kunnen tekenen, 


4e Storingsrekening voor bijna vrije clektronen. 


Indien de periodieke potentiaal V(x) zwak is, kan men de 
invloed ervan onderzoeken met behulp van storingsrekening. 
Merk op dat een periedieke V(x) in een Fôuricrreeks kan 


worden entwikkeld: 


koo : Xx 
if 2r in E 
V(x) = ) Ve : 
n= = eo 
waarbij EE ie Ì 
1 í -2rin rs 
v> 2) v(x) o 
o 


Door geschikte keus van het nulpuntder energie kunnen we zorgen 
a kit 


dat Vo,= dl v(xj ax = 0. ‘Als ongestoord probleem hebbon we 
dat van vrije. olektronen: 
Á 2,2 





(0) ee 1 ikx (0) … Ak 
he 0) = Tg B de . 


De: ongestoorde eigenfuneties zijn orthonormaal op het interval 


O —L, L = Na, Het.periodieke randvoorwaarden kan k de waarden 


aannemen: Ë, se ei ö met j geheel. Het, ongestoorde probleem is 





Ki 
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tweevoudig ontaard: INE) on WL (x) behorende bij dezelfde 
ongesteorde eigenwaarde. Toepassing van storingsrekening. woor 
ontaarde toestanden levert dan de volgende vergelijking op voar 


de 1° orde energiestoring:; 


Vv = 1) Vv 


k,‚k k,-k 


ar n 


(4) 
„-k,k =k,=k k 


Hierin zijn de matrixelementen 


Gree 


Daed hike 
Vie,k = Nete ed vOyvor (°) xe) dx = = 
EK: . k o 
L ee 


* 
EE 8 | gen Plz) Ee 


| 
St: 

zi 

A 

on 

haf …À 

a 

Le 

u 

o 


, 
id 


-k‚k ° TL 
: Ad ” 
de : kl e n 2 


Nu geldt dat | V(x) ol ax = 0, tenzij k oon velttorsuit hot 


0 ve 
reciproke rooster is, dwz, kk = ne 2 net n geheel: (# 0). 


Immers: a 
N-1 (j+1)a _L a 


Ì : Ne A EEN 
| V(x) ol ax = vz) sE are ala | vx) EE a. 


j=o Ja =O. o 


Es 
De 


m1 


En we weten (vgl. hulpstelling (1) op pag.57) dat 


s de u) Blk,n E). We miaden hieruit Wa ele E 9) 


J=o n 
tenzij k = n 7 (n geheel # 0). Voor k nn is <7 
nà -2rin & soc 
Vik ai | V(z) oe: © dx = V, d.i, de "Fourierooefficient 
je 


van V(x). We zien dat in âe matrixelementen alleen die k's ge- 
koppeld worden die een reciproke roostervektor verschillen. 


ne | (1)? Ee 
We hebben nú ‘gevonden: €, “e= KA ziel en dit is nul, je 
> 
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tenzij k=n z, met n geheel (# 0). 1° orde storingsrekening 
deet dus geen splitsing van het sate ontaarde niveau, 
tenzij k=n 5, Voor dede ieder dens op de rend van de 
Brillouin-zones, iter het anboehoenis niveau zich in 2 ni- 


vecruxt 


2n a) — 
Do energiesprong (energy gap) bij k = n z is dus in 1° benade- 
ring gelijk aan 2 [vl . We kúnnen ook wel aanschouwelijk be- 
grijpen waarom de energiesprongen juist hier optreden, Voor, 
== 2 zullen de ongestoorde vlakke golven ge nl juist een 


Bragg=ref lectie andergaan, Immers de voorwaarde voor Bragg- 


reflectie 2d sin p = n\ reduceert in het één-dimeonsionale ge- 


N a 
val tot 2a = nA\'of k = 5 = n 2, De golf die aan het atoom met 


nummer p + 1 gereflecteerd wordt versterkt dan de aan p geree 
floctcorde golf, 
De bovenuitgevoerde nb levert ook de goede 
lineaire combinatie van nulde En eigenfuneties. Wat Enda 
an 


deze voor k = mn 2 


Daartoe nemen we voor EN eens |V,|, dwz. we bekijken het 





2 2 . 
gestoorde niveau Â- ) + Lvl. De vergelijking voor de 
coëfficiënten van ete, resp. eik vordt dan: 
De 0, on 
-=e IVl +e V = 0 of == . 
+. n - n  & C_. Fv | 


Nonon we voor. het gemak aan dat v(x) symmetrisch : La t.a. Va 
XxX = Ja, dan zijn nl. de coëfficiënten V‚ reëel. 


p n f a” 
Voor Le > 0 vinden we als eigenfunctie cos A Xs» voor Ln < 0 
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marsh sin rn x. Voor het ‚niveau (2 Ee) Vd Juist 
anderson. Voor deze waarden van k worden de En dus 
staande golven (âc gereflecteerde golf interfereert not de 
heengaande). 


Laten wij speciaal eens kijken naar k = &, De eigenfuncties 


KR ä XxX 
worden cos De x en sin mk 





‘In de figuur hebben we de kwadraten van de beide eigenfuncties 
getekend, Men verwacht dat cos bij een lagere energie 
hoort dan sin 5, want bid de eerste is de grootste ladings- 
enh ter BRE van de ionen, bid de. gêe er vcd nld 
ine Uit het bamensbanude volgt dat ait indordacà het geval is 


als V‚ < 0. 


Dad 


Ook voor andere k-wa eeen is er herkent je een it el 
storing, maar die volgt. zoals we gezien hebben niet uit de 1° 
orde kien eenen: Voor k É n z kunnen we Beven storings=- 


wakentne (voor niet-ontaarde toestanden) toepassen. De betande 


oigenfunctie wordt in 1° orde: 


ie: '‚k 6 „ik al 


k'f k 


vl) ek ikx 
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_ - EN, _ 2rn B 5 bl 
Nu is Vk = O0 tenzij k k= wet GH dan is Vet = Ve 


We vinden dus: 


e ie 2nin x \ 
Vla) = st ki 5 + Ei: e ee Me 
B / 








Se + San 
a 
: : de 
En de energie wordt in 2 orde: 
ats % KAKES 
a se), 
no ’k ke à zn 


Als e{0) 4 SU ee (voor aïle n # O0) en het verschil niet te 
ZE 

klein is, geeft dit een kieine eorrectie op het ongestoorde ge- 

val, Deze storingsrekening (dee wtetsentaands toestanden) gaat 

mis als óéón van de energienoemers zeer klein wordt, dwz. als 

voor één of andere n # 0 Ee (* = a . Dit is het geval als 

kn ne, zoals we al wisten. | 

In het Bigenkgn zal nl. aan een golf ark door de storing een 


Xx 
nani _ 
beetje van de golven e toegevoegd worden. Als echter 


k = = worät aan stEx een sterke bijdrage zie toegevoegd, zo= 
als op de vorige pagina reèds bleek. Om dit geval nog iets nader 


te onderzoeken, stellen we (storingsrekening voor bijna ontaar= 


de toestanden): 


EE. 


ik x 
ikx n 2nn 
Vl) = Ae + Ae net k, oker 


Substitueren we.dit in de Schrödinger-vergelijking: 
N 2m / vie k ek. 
en Ee We V(x) Vs 0e 
h : ej 


We krijgen dan: 
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lien: 3, BE a re Ef em 4 d 
Ae (- k + eD) + Aje = k * 5 (e=) = 0, 
h 
Als men deze vergelijking vermenigvuldigt met nn resp. met 
e en dan integreert van O tot a, krijgen we CA = 0) 


(o) = 
A (erven )- AGV, = 0 
PE (O)s 
bg + An leren, )= ke 


id 


waaruit volgt: 
9 2 en 
en = kla) + ef©) zfe{© {9 + 4 [vl kj 


Als (0) _ (0) klein is, wordt dit: 
dant n « den ä 5 





Voor (0) = ss duz. k = n E krijgen we een sprong 2lv. | 

k k, a ie RE n 
zoals reeds bekend, Stel eens k is even groter dan 5, Noemen 
we k 2 = k', dan volgt: 


212 





di Ss 
Ne h k a Ae 
Ex 7 Ea + Tm G * Te * 3 
2 Or 8 8 lk 
waarin e, =d (ZE) en Ae = 21 v, | 
a 2m a) 11 à 
Dus Er} 
2 4e 
Ee — 8E = A De es, « met a= 14+ 2 
2 2m 


k a 


Onderin de gde band gedraagt het elektron zich als een vrij 


: - nm 
elektron met een effectieve massa nm = rk. 





K7L 





A1 

Le àl 

Nú | 

ZZ 

| 

Pi | 

! P4 ì 

Ee … AE Z 

Mare | 

Ri Ae À } 
EK Ze a 

= in en î 

1 Pe il Ì Î 

Es H L mer! 
n/a 0 n/a RE n/a 


Sin Benadering van de kant van stevig gebonden © elekivore io 
(Eight binding a appro axinatiór). 


Het inzicht, dat het energiespectrum van de alektronenin 
‘een vaste stof bestaat uit banden afgewisseld met verboden. 
‘zones, kunnen wé ook langs heel andere weg verkrijgen, Besahou= 
wen we eerst eens een deeltje in een potenttaalput, waamvan de 


precteze vorm erf niet zoveel toe doet. Er zijn in bet oïgsmeer 


an 5 OTT. een aantal gebonden toe 
Pd KS 1D 
il \ IN ie standen met bijbehrrende 
BEERS lee es efen es EE Ez ' 
\ 8 N B k Ki 
Ee eigenfuneties, die. buiven 
| de 
Paka Ik het putje exponentieel hoar 
lS 
EE ete ae eo ela a en es e : 
N Ds 2 nul gaan. Zie figuur, 
i ee 
ee 
A. Eigenwaarden Bes Man Bes 
NE ok . : ia en ‚ : s 2 ” 5 
ne —\n je Te 84 
\ fe Eigenfuncties @ 
\ / er „18 had Vs Por Pz 
3 ; Eds . „, kt 


Nemen we nu 2 van dergelijke putjes op grote onderlinge afsvand, 


a 


naar elk daarvan 


Le 
za 


dan houden we de eigenwaarden Eg Eg Ez 


nu 2=voudig ontaard: bij Ee, bv, horen dan ds eigenfunotjies 


I Ër 
eg a) ° 
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Laat nu de putjes dichterbij elkaar komen, zodat de. functies 

el on olF erxoar gaan overlappen. Dan zal gÌ noch el? hoer con 
eddentunatis zijn. Tel ken men proberen de werkelijke eigen- 
functie te benaderen door een geschikte lineaire combinatie 
SEN + egel. Een dergelijk probleem hebben a bij het Hy =Lon, 

. dat gewoonlijk op een college quantummechaniea words behandeld, 
‘Xz-a XK=0. Xetû n Stel bv. eens 

Vla) z V, (ata) + Vj (ma) » 
duz. we hebben 2 putjes rond- 
om Xx = =a en Xx = +n respec- 


tievelijk. De Hamiltoniaan ie 





2 
dan Ee + Vlz+a) + Wize), 


We stellen nu p(x).= 0404 (x+a) + oge (x-a) waarbij Pp, (x) een 


2 
ek a) u 
oplossing is van - 5e 04 + vlee, (@) Ee eej (x). 
We passen nu-het zg. variatieprincipe uit de quantummechanica 
toe, dwz. we kiezen de beste lineaire combinatie door ey en cg 


zó te kiezen dat 


% 


B Le SEE és 
Jo pdx 


Dat levert voor de coöfficiënten c de voigende lineaire verge 
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Lijkängon: 
MGE „Saat ej + (Hia - Syze) oz = O 
= 0 


(Hoa = Sars) o4 + (Hog - Sage) eg = 


waarin 


an 
ek 
l 


« * 
S44 = | oja) py Gera) 8 Hi £ | py (ra) Ho, (x+a) &x 


Sia = | py (ava) p (xea) âx Hia = | pj (x+a) Ho (xea) dx 
| nn 
Als de beide putjes (atomen) identiek zijn gelät dat 
S44 = Saa: » Sia = Sar Co, is een reële funotie). 
ga “Hoa « Hia * Hag. 


Men vindt dan 2 oplossingen, nl. 


H +H, 
e= ne ‚ met eigenfunctie: Pz) 


@4 (ara) + 94 (x-a) 
| S44*542 1 íi 


dus een symmetrische oplossing en 


H, =H 
iid 12 
e= ges , met eigenfunctie: @, (x) 
DS B 


dus een antisymmetrische oplossing. 


u 


Py (x+a) en Py (x=a ) E) 


Dit zijn geen exacte oplossingen van de Schrodinger-vergelijkineg, 
maar de beste benaderingen dio als Linear Combination of 
Atomic Orbitals Gen A. 0.) gevonden kunnen 7ardon, Di tij zoer 
grote eha van e put jes 2-voudig ontaard niveau splitst 

als de putjes äichter bij elkaar komen in 2 niveaux, die in 
nia algemeen verder uiteen liggen als de putjes elkaar eenkeer 
storon (achter bij elkaar komen). Dit gelet in principe voor 


alle niveaux van één putje (voor alle atódnnimesme) 
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Men kan het bovenstaande generaliseren voor N putjes (atoaen), 


die we,als we een kristal willen representeren, op onderling 


gelijke afstanden zullen kiezen. zijn ze at lewss van elkaar ver- 
wijderd dan is elk atoomniveau nog N=voudig ontaard, komen ze 
dichter bij elkaar dan splitst elk niveau zich in N dicht op 

een gelegen niveau, Zo ontstaat uit elk atoomniveau be energie 
band. Vergelijk bv. figeid=4 op pag.276 van Kittel datb het geval 
van, 6 H-atomen op onderling gelijke afstanden als functie van 


die afstand schematisch is geschetst. Zie figuur. 
e 





roosterconstante ==> 


Men kan derhalve spreken van de Ss-; ap ete, van metal- 
lisch Na, BEE eenonsn wordt ook het atomaire re „niveau een 
band, maar de verbreding BAEFVRR is volkomen te verwaarlozen 
(van de orde, 10 nd eV voor Na). De elektronen uit de inwendige 


sohillen BLAUVOR elk bij één bepaald atoon behoren; de buiten-= 


ste GLGOBRA TEE UK, in net bijzonder dis van de valentioolektro- 


nen, worden aohter dte Ve rhnes ( land enkele eV). Deze valentie= 





175 


elektronen behoren dan niet meer bij één enkel atoom; ze 
lopen met een Bloch-functie ongehinderd door een periodiek 
rooster. 

Voor de nog tamelijk vastgebonden elektranen kan men een 
storingsrekening op dit uitgangspunt gebaseerd uitvoeren (tight 
binding appreximatien). 

Stel de potentiële energie van een etektron in het veld van 
één enkel ien is U(x). De atomaire Schrödinger-vergelijking 


luidt dan: 


o'(x) + 2E (e -U(x)) ox) = 0. 


Pal 


We bekijken één erleals oplossing van deze vergelijking met 
eigenwaarde e, en atomic orbital Pe Onderstel verder voor het 
gemak dat U(x) een even funotie is, dwz. Hls) = U(x). Als we 
nu een oneindige rij van deze ionen op onderling gelijke af 


stand a hebben, dan zal de potentiële energie van een elektron 


in het veld van deze rij ionen zijn: 


V(x) = je U(x = na). 





Dan wordt de Sechrödinger-vergelijking: 


v" + nm (e = ) D(x-na)) y(x) = 0. We proberen nu een benaûerde 
A , 
n hae 
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oplossing van deze vergelijking te vinden als L.C,A, 0. : 


y(x) = D e, P(x-na) ordt . 


n A 
We verwachten dat we op deze wijze een redelijke benadering 
kunnen vinden, Immers als a groot is, is iedere p(x=na).in 
goede benadering een oplossing. Ook zal,als x in de buurt ligt 
van na waar de potentiaal in hoofdzaak bepaald wordt door 
U(xena) in goede benadering y(x) = p(x-na). . 
De beste coëfficiënten zouden we weer met behulp van het 
variatieprineipe kunnen berekenen. Maar we weten nu dat y(x) 
aan de voorwaarde van Bloch moet voldeen, nz. 


ike ke 


V(x+a) = vx). Hieruit volgt, reeds dat de gerne line- 


aire rue ek meet zijn: 

vale zn eiEDS Q(x-ne). 
3 a sf á 
Dit is natuurlijk geen exacte on lesnine, maar het is cen be- 
naderde die aan de Blmöheroonttaande zalldaet. Nemen we perioc=- 
dieke randvoorwaarden en beperken we ons tot 1BZ Bk: aa k 
nog de volgende N waarden aannemen: ej ES Ee J met 
J= = n + Dieden 5. Tiehanr ne Lee vereenvoudiging hog aannemen 
dat de overlap van de atomic orbitals op verschillende atomen 
verwaarloosd mag worden (benadering van sterke binding aan één 


A 


atoom of grote roosterafstand): 


| @ (x-na) p(x-ma) dx = Ön ° 
° N 


(We nemen een lang maar enn, stuk kristal met lengte L = Na 
en onderstellen bovenstaande betrekking bennet als de iovnen 
na en ma tot dat stuk behoren en niet vlak bij de” uiteinden 


e 


liggen. ) 





Lr 


Dan volgt daaruit (els k en k' in 1BZ liggen): 


N=ej Nei N=1 
8 \ + t 
| vi vx = ij L: „”ikna+ik’ ma Ben _ J gine(k -k) _ « B(te,k'). 
n= m=0 n= 
too | | 


We mogen «1. ej (een som, die door de snelle afval van @ fei- 
E NS 

telijk slechts uit enkele termen bestaat) wel vervangen door 
Nel . 

) behalve voor x vlak bij O of vlak bij L. Verder hebben we 
n=0 

hier toegepast hulpstelling 4, pag.57 toegepast. 

Dus als de p(x-na) een orthonormaal stelsel vormen geldt dit 


oek voor de Vies waarbij we nu Ve meteen nermeren: 
Nei 


} gikna á 
ne) = va) p(x-na). 


Voor deze (benaderde) eigenfunctie vinden we als (benaderde) 


waarde voor, de energie: 


En 
% ° A 2 a° 
elk) = | V‚Evjâr met He - 5e 5 + Tj. 
dx 
o 
Nu is 
= \  ikna hr Aena Aa 
Hij, (x) =N ) e Hp (x=na) = N ? ) _e [- De nf + vena) } p(x-na) 
n nj 


+ 
ä 
A9) nad 


4 5 oikna [van a vane) p(xena) 


Hi = EUx + Ni E RE is —. hann p(x-na). 
n 


ee . 2 ï nd En ze 8 s ad N k 
De laatste integraal is 7 @ (x+la) nd de) äx, waer 
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ll = nem, We mogen deze integraal wel uitstrekken van =o naar 

to, omdat de functie p snel afneemt. Verder zullen we deze in- 
tegraal verwaarlozen voor alie 1 die verschillen van O0 ee + 1. 
To noenen | 9 (x) [van - vG) | IE) | 


dat V(x) = U(x) < O0, zodat dan a > O0. Vergelijk figuur pag. Ere. 


en 


X = =de ik verwachten HE 


= 


Verder | ® (x+a) [van = ole) | p(x) dx = -y. Daar we ondersteld 


Ke, 


hebben dat U(x) = U(-x) en derhalve hetzij even, hetzij on- 
“ NE eh AS Cr 
even is, is ook | (x-a) (va) - oe) | olx) âx = =y. 


Als p(x) een even functie'is van het type Zn ‚ hebben 


Der A 


ot) en p(x) hetzelfde teken en wrat ook y 5 0. 


IN « 


We vinden zo: 


elk) = en. =-2yf cos ka. wee: 


We zien dat het atoonmniveau gesplitst wordt in een energiebend 

ter breedte 4y en we krijgen alle togetautien door k de bekende 

N waarden in 1BZ te laten doorlopen. Overigens is sl) een perio- 
2n 


dieke functie van k met periode 5 


elk) | 





Ei worden o(x) en p(x+a) in het gebied waar ze over- 


eer” 


lappen begengesteld van teken en zal y 0 worden. Dan heeft 


de energieband cen maximum voor k = 0. 
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De eonstruetie van een Blachfunotie zoals boven uit één 
enkele tooufdardie is Bilsen dan gerechtvaardigd, als niet 
alleen het atoomniveau niet ontaard is maar bovendien ver ge- 
noeg ligt van de andere atoomniveaux, Dit komt er op neer dat 
de verbreding klein meet zijn vergeleken met de afstand Et de 
naburige niveaux; de methodo zal dus toepasbaar zijn in het ge- 
val van smalle banden met grote gaps er tussen, De methode kan 
verder veralgemeend worden voor ontaarde atoamniveaux, bv, 
haat aon eh dontend: Vergelijk bv. Mott and Jones. 

Kijken we nog even naar de formule voor ati 


Voor kleine k werdt dit: e(k) = e, - a - 2 + vak. 


E) 
Nl | 
We kunnen schrijven ya“ = =&r ‚Dan verloept het onderste ge- 
2 2m 
deelte van de band ale B ee dus net als voor vrije elektro- 
2m 


5 id 
nen, maar met een effectieve massa m . 


6, De periodicke potentiaal in drie dimensies. 


De theorie in drie dimensies is geheel analoog aan wat we 
behandeld hebben. voor het één-dimensionale geval, al. zijn dè 
resultaten uiteraard meer gecompliceerd en minder overzichte- 


lijk. Een drie-dimensionale potentiaal waarvoor je alles ex- 


pliciet kunt uitrekenen (zoals het Kronig-Penney model in 
één dimensie) is niet eenvoudig te vinden. 
We hebben nu 


V(E+Ey) =V(E) met Ey sd 4 1 


eed 
124 + 1,age 


en 55 


2°2 
Ook nu geldt het theorema van Bloch dat de eigenfuncties ge- 
schreven kunnen worden als 


IN 
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MEE BE EE zet" i) = r, 


of anders gezegd: 


’ RN ik. Ee 
vp(F+Er) = © ve), 
en de bijbehorende eigenwaarden e(E) vormen een brieme eva 


We zullen een eenvoudig bewijs schetsen (vgl. Peier1s, pag. 76 


of Slater, Hbd.d. Phys. 19 (1956) 15): 


We definieren de translatie-eperatoren K door de eigenschap: 


Tt L(T) = £(F+ly) 


voor willekeurige funeties £(E). st 
Al deze eperaborsn eommuteren spaerking en ze commuteren ook 

„metde: één-elektron Hemiltontadn, De vpenwbiren Tr zijn wel 

„is waar niet hermitiseh, maar ze zijn wel unitaïr.: Volgens een 


algenene stelling bestaat er dan een gemeensthappeliijk stel 


eigenfuncties te (F) van H en van de Ts waarvoor dus geldt: 


ar Velt). 


We nemen ook ee 1 weer Peas Dentro baan: dwz. we nemen 


Te VE) = 4 ns 


een kristal in de verm;van een groot parallelopipédum V met rib- 
ben Las Lag, Las (N = L°atomen) en we eisen dat onze golffuno- 
ties voldoen aan Hb Bas 
mh 5 
Vv, (F+La,) = Vo(r), eto. 
We normeren de eigënfuneties in dit blok V, dus 
en 2 me ra ik en | | 
IGE de [WOI es 
Vv Vv 
Hieruit volgt nu dat |azl = 1 voor alle Ì. 
Verder zal a died = ad ex omdat NE > rz ak es 


Aan deze voorwaarde mondt voldaan als 








nd 5 bad 
log ar = a. Ep waarin a een constante vektor, 


2 
Opdat | as! = 1 moet a zuiver imaginair zijn; we kunnen dus 


> 
stellen: ik. Eg 
E =s e e 


We hebben dan dus: 


Pd 
n ik. Ey r 
Vp (Felip) = o vz (F) 
en dit is de stelling Yan Blooh. 


We zien verder dat R de volgende waarden kan aannemen: 
OR (B ax | 
K = 7 GB, + xabs + tabe) 


waarbij B, B, dz de basisvektoren zijn van het recíproke 


rooster en waarbij x Xos %3 gehele getallen zijn. De golf 


4? 
vektoren RK vormen (net als in het analoge geval van de rooster- 
trillingen de vektoren q) een uniforme dichte stippeling in de 


reciproke roosterruimte, In een gebiedje AK liggen 


nr : 
8n 


hd ä 5 „ Ri 
toegestane K-waarden. (V = Nv, waarin v het volume van één 
. . ke pd . . … * EÀ 
basisoel). We zien ook weer dat K niet eenduidig gedefinieerd 


e End je ° 
is. k was ingevoerd door middel van de voorwaarde: 


Per 1 


| ik. Hg en 
Vg Frl) ze Vz (Fr). 


ilp. Ee 
h n  * | El . N 
Daar e De Ls waarbij. Gr een willekeurige reciproke 


roostervektor is, mogen we bij K een willekeurige tr optellen, 


« id . . 
We vinden nu dus ook weer dat e(k) in het reciproke rooster 
« « Fa p ek ae 
een periodieke functie is van k (repeated zone scheme), We 
Ed , . 
mogen k wel beperken tot één cel van het reciproke rooster 


(vermenigvuldigd met de factor 2x). Dit is de zg. reduced zene. 
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Hiervoor kiest men in de zitel us aeta Beirlouis zeke, die 
men, zoals bekend, als volgt verkrijgt. Trek vanuit de oor- 
sprong ER = O de vektoren van het reciproke rooster en con- 
struecer de vlakken, die deze locâreeht middendoor delen, We 
nemen het kleinste veelvlak dat de ohne omgeeft en dat 
door deze vlakken begrensd wordt, Özel hiervoor 
sleohts de reciproke roostervektoren nodig naar de naaste en 
eventueel één na naaste naburen.) Het aàntal «toegestane 
K-waarden in 1BZ bedraagt N = En juist zoveel als het aantal 
basiscellen in het beschouwde Hameete tis, In een Bra- 
vaisrooster dus juist één R-waarde voer elk ‘atoom.Daar elko 
eigenfunotie vr nog 2 elektronen met tegengestelde spin kan 
herbergen, wordt bij 1 elektron per atoom in een Bravaisrooster 
één energïeband half govuld (bij T = O°K), bij 2 elektronen 
per atoom één vand geheel gevuld, | 
Voor iedere k zijn er nog oneindig veel eigenwaarden, die we 


door de bandindex n onderscheiden, We schrijven: 
elk) on v‚p(F) = 677 uE), “e= 1,2,5:.. Ein LBZ, 


Desgowenst kan men natuurlijk ook. werken in het extended zone 
sohene, waarbij Kk de hele reoiproke ruimte doorloopt, Dan 

e e ii 5 : 
spreken we van 1 Me ete, Brillouin-zone, Voor een 2-dimen- 


sionaal simpel vierkant rooster zijn die hieronder getekend: 








-ik > …_% 5 
Merk ep dat 4, ‚5 = "ik, f u „(T) = Yr) böhoort bij 
n,=k nk 

dezelfde peace e Ee E) ze „(E). Dit volgt vÂt het feit 
dat de Bahroldigen vergen Jelng een reële vergelijking KE 
zodat als v(E) een oplossing is ook tE “@) een sten is bij 
Eozclfde 'e, | n 

De vlakken die de Bei liouïn-ronss begronzen deden de reci- 


proke witste Tr loedrecht indem er Ze ‘hebben En 
vergelijking ‘2Ì. tr = eel 
(zie figuur). Dit zijn echter 
ook juist de vergelijkingen 
Hear Brage-reflootie (rak. magna: 


Immers daarvoor was: KkeR'= Er 


> 





of daar [EL = VE], ‚ 
[E? = IES? (ait is 
e (© 9) (e) en © 4). Dus: at = IEI. _ 


We. verwachten dan ook weer RE ‘óp deze, platte vlakken disoon- 
tinuïteiten in de energie e(k) zullen optreden. Dit blijkt bv. 
inderdaad het geval te zijn als we de methode van de storings= 


rekening voor bijna vrije elektronen (g 4) uitbreiden tot het 
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ärie-dimensionale geval, 
Als men nl, het matrixelement Ver @ onderzoekt, d.á. het 
3 
matrixelement van de potentiaal V genomen tussen vlakke golven 


ik'.r ik. r 
e ‘“ en e°©*“, die bij dezelfde ongestoorde energie horen, 


âus met |E'| = ||, dan zien we dat: 
E art ET ® si 
| 1 Ak-E').F 1 Nr AEK). EE 
kt = ej e E ) v(r) ar = 7 ke 1 ei{ Kk) Fv(r)ar. 


Vv . basiscel 


Nu weten we (vgl. pag. 735 vgl. (1)) 


Cr REDER oe so ES 
) i | E Een Oe 
lekte cel) h 

dwz. doze | son is nul, tonzi} EE - ER: 

We kunnen Bemba alleen een ‘splitsing van het ontaarde ni- 
‚veau in 1° orde-storingsrekening verwachten (en daarmee een 


gap in het en als & aan de relatie 


2k. Gp El 
“volloet (dà, Hop de begrenzing van een Brillouin=zone ligt) 
z an SK A Eje ì e IN 1 e, id». E ei 
en als tevens de Fouriercoeffioient Vg = 5 | vr) é © dr, 


basiscel 
âie dan de grootte van bovenstaand matrixelement bepaalt, van 
nul vorsohillend t. | 
Als bij benadering aan bovenstaande ene voldoet { (dus in 


1E, ? 


de huurt van de en en AE wordt ia de vlakke golf e 


1(E-Gr )- 


“een relatief grote term e “pijgemengd. Verder wordt 


dan 


aen 


en -t|e Or sl? )e- 2-0) : {(- Ce) np - Og ze) sar al 4E 
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zoals op pag. 170. 

Als we een bepaalde richting van k nemen, krijgen we in die 
richting dus discontinuïteiten in de parabool voor vrije elek=- 
Hebel ie het 1i-dimensionale geval kwamen er dientengevolge 
verboden energiegebieden, S-dimensionaal hoeft dat niet. Inmers 
de gap komt voor verschillende richtingen van k op verschillen= 
de hoogte. Vgl, onderstaande figuur, waar de gap voor 2 rich- 


tingen 1 en 2 is getekend. 








je (k) ! 
/ 
/ 
/ 
bi 
le ; | 


hier blijft een gap 5 hier niet 


Ook “de tight-binding approximation' (g 5) kan zonder moeite 
tot het S-dimensiocnale geval worâen uitgebreid. Voor een sim- 


pel kubisch rooster vindt men: 


e(E) zE = a = 2y(eos k,a + cos kaa. # cos ka), 
o 2 î 54 


1 


' k n ì Tes 
tenmáinste als we uitgaan van atomaire s=functies, e(k) is een 


S-dimensionale periodieke funotie in de K-ruimte. De z-se 


Brílloùin-zone wordt begrensd door k, = + 5 ete, Op deze 
vlakken is de normale afgelcide van de energie naar x gelijk 


aan 0, Voor kleine k kan men weer een effectieve massa invoeren, 


Men kan in de K-ruimte oppervlakken construeren waar de 
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energie eonstant is. Voor kleine k=waarden zijn het bij bena- 
dering bollen (zoals voor vrije elektronen), maar als K in Ae 
buurt van de zone-grens komt, krijgen we sterke afwijkingen, 
Een plaatje voor het bovengenoemde geval van een simpel kuoiseh 
rooster vindt men in Raimes, pag. 234. 2 plaatjes berekend vol- 
gens de “tight-binding approximation voor een feo-rooster 
„vindt men in Mott en Jones, pag. 70. 

Als men invoert k; s k; + = wordt de bovenstaande betrekking 
voor de energie 


ú 


Li j ' \ 
a + cos ka + COS kza), 


KN 


dwz, de energie=oppervlakken in de buurt van de hoekpunten var 


e(k') = e, = a + 2y(oos k 


1BZ4 zijn weer bij benadering bollen rondom die hoekpunten. 


7. Wannier=functies, 


In de “tight-binding approximation" (waarvan we verwachten 
dat het een goede benadering is als de ionen zer uihoen liggen 
of wanneer het gaat om stevig aan een ion gebonden elektronen) 
hebben we geprobeerd de exacte éón-elektron eiëenPunctie (een 
Bloch-funétie uitde nide-band) bij benadering te schrijven als 


. « e . En ë . e. : bond ns 
een lineaire combinatíe van atomaire eigenfünceties or): 


be) e= N72 Ì e To, (F-Ep), 


E: 


waarbij we ET een groot parallelopipedum laten doorlopen. _ 
Dit is zoals gezegd een benadering, Men kan echter functies 


a, (@) definiëren, zodat exact geldt: — 


— ‚ TER 
 ): ne dn GA a, FE) 





Vv 


| SGEE) d 
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Deze functies a, zijn dan de zg. Wannier-functies voor de n-de 


band. We kunnen deze formule inverteren. Immers: 


Eg are BE) 
8 TE) = N77 ve ) 6 a, F-äy) 
| TE: 
= ve) ôt: a fly) 
U: 
= N° a (F-Fp:). 
We hebben ‘hier de hulpstelling (val. Dag. 75) bne. 
oe en (B, =È, ij) 
= N Öset . 
F1az ; 
Een en == it 
We vinden zo: a, (F-Ey) = Ni kn e iis’ Vn (E) 


In het bijzonder ís: 


Oer) ma) 
k1BZ 


De transformatie van de Blochfuncties naar de Wannier- 
funoties is een unitaire transformatie, Daar.de Blochfuncties 
voor verschillende n of (bij gelijke n) voor verschillende & 
onderling orthogonaal zijn, volgt dat de Wannierfuncties voor 
verschillende n,‚ maar ook bij dezelfde n voor verschillende 


Ep onderling orthogonaal zijn. Immers: 


nd eer A ik. Ey -ik’ „Er :k s EE 
mi) je ke El OD & 


Lj 


KE KE! :: 
en 5 
at je Rj-Ry:) ABE 
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aangenomen dat de Blochfuncties in het parallelopipedum met 
volume V genormeerd zijn.: (Sommaties over k en K'. zijn natuur= 
lijk over 1BZ.) Merk op dat Wannierfuncties Ra. eigenfunctie 
zijn van de Hamiltoniaan, want het zijn aüperdontties van Bloch- 
functies met verschillende energie. Maar ze zijn min of meer 


op éón atoom geconoentreerd. Bv. voor vrije:clektronen: 
5 eg An RK 

ä ‚ ie wk =d 

E: „5 _Äkx Oe RS INE Akke {RES vn BX 

Milde Ne ‚ alx) = N ) 8 ak e dk = ke sin &s:, 


zi 


ki1BZ 
Terwijl Bioeht unten zeer geschikt ad jn om de ennen 
nen Ân een’ Hatact ‘te beschrijven, zijn Wannierfunotios voor som= 
mige andere doeleinden nuttig, bv. bij de beschrijving van een 
isolator, waar de valentiec=elektronen tamelijk goed zetoodide 


seerd zijn. = 


8. De niveaudichtheid, röntgenspectra. 


In het vorige hoofdstuk:hebbon we voor het speciâle geval 
van vrije elektronen de niveaudichtheid N(e) berekend. We vonden 


daar (voor een.blok:van volume V): 


| Bie 4 

N(e) de = rz ede, 

î 22 A : 

s | BE we ih lee Ten TE er 

Als we in de theorie van Bloch de energie e als functie van k 


_ zouden Re dan zouden we ook meinl de. nivenuddchtheld kunnen 


berekenen. We weten immers dat in een hokje AR ven de Emants 


„5 AK toegestane K-waarden liggen. We behoeven dus slechts te 
8n 


berekenen welk volume in de R-ruínte gelegen is tussen de cnergie- 
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oppervlakken e en e + de. In het algemeen wordt: 


erde 
hs d 


ne) de > } ar | ‚ 
ad 


of ook: 


N(e) = =| (@ ke 3 ak. 


Men vergelijke pag. 84 , waar we het frequentiespeetrun van 
de roostertrillingen bespraken. Evenals: daar kunnen we ook 


„schrijven: 
d S 


re) «Bf e 





|graaje CD) 


waarbij de integratie Loopt over het oppervlak e (Ìe) zE. 
Evenals in het geval van het freguentiespeetrum van de rooster- 
trillingen is hier e(E) voor iedere band een periodieke functie 
in de reciproke ruimte, Hier zullen daarom ook weer de. zg. 

Van Howe-sAngulariteiten optreden en wel voor die waarden van 
k waarvoor |Ê£] = 0 (kritische punten). Voor oen werkelijk 
metaal zijn ie energie=oppervliakken riet Precies bekend to 
meer daar ook de periodieke potentiaal V(R) niet nauwkeùrig 
bekend is, Bovendien zijn de boven besprdken benaderingsmethoden, 
“:die ‘van storing van vrije elektronen eú die van vast. gebonden 
elektronen, eigenlijk geen daar elis peet van toepassing op 

de geleidingselektronen van be aen ethiek worden 
er. de Hoetate. tide oat, beki van computers: steeds meer en 
steeds nauwkeuriger berekeningen gedaan van de bandenstruetuur 
(en daarmee:ook van de nivenuätththeid) van werkelijke stoffen 
(metalen, isolatoren en halfgeleiders), voorál âoór eon groep 


in M,I,T, (oorspronkelijk onder leiding van Slater). Op die 
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nauwkeuriger berekeningen Baân te hier nie in; men rergeli ike 
voor een overzicht het boek van Ziman en ook het handboekarti= 
kel van Slater, Ook kan men wlindenne esteemed resultaten 
gebruiken over de vorm van de energiebanden, bv, zoals die ver= 
kregen worden uit röntgenspectra, (zie verderop). 

Kijken we nog eens even naar de “tight-binding approximetion' 


« 


We hadden in de buurt van & = ‘0: 


e(%) = Ae ET 4 
2m EEA 

als we het laagste niveau in de band als nulpunt nemen, We krij- 
gen voor N(e) voor kleine e.dän dezelfde formule als voor vrije 

die behalve dat dens m vervangen wordt HDE de effec 

À 5 
tieve massa m . 
In de buurt van de hoekpunten van 1BZ (dit is cen kubus voor 


een staat kubiseh naonter) ne ad energie-oppervlakken weer 


ten naaste bij sferisch (vgl. Dag. 186) en men vindt: 


n° 
en -e() = Le k'? 


2m 
waarbij e, de énergie ‘is in dit hoekpunt, d.i. to maximale 
enörgie in de band en R' gedefinieerd is relatief t.o.v. het 
betreffende hoekpunt. u 48 dezelfde (positieve) offootiore 


massa als boven. Voor aha bij ‘de Ie van de band is dus 


N(e) = RN 


De náveaudichtheid isin dit geval dus parabolisch aan beide 
kanten. Men kan voor äit geval de sfreauitehtketd in áe: hele 
band exact berekenen en ‘meh tindt dan een ‘eynmetrische kronme 


‘els op de volgende bladzijde getekend (Mott and Jones pag. 85), 
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Het energie=oppervlak dat het eerst de zone=grens raakt omvat 
1/6 deel van het totale volume. van de 1BZ, Zouden de cnergie= 
oppervlakken ín de hele eerste zone bollen of delen van bol- 

len zijn dan krijgen enn N(e)-kromme als hieronder: 


Nie) ‘Het verloop is parabolisch 


totdat een bol de begren= 
zing raakt. Het omsloten 


volume is dan 0,524 van 





E d … „het totale volume, 


„… Voor de geleidingselektronen van een werkelijk metaal zal de 





N(e)-kronme geeomplieeerder zijn. Tedere band geeft cen tak 
van de totale dichtheidskromme, Die kunnen helemaal geschei- 
den zijn, maar ze kunnen ook overlappen. Schematisch is het 


. verloop als hieronder geschetst. 








ia 192 de 5 


Banden die beketeen uit inwendige schillen zijn heel smal, 
hebben dus een grote niveaudichtheid, Bedenk dat het aantal 
toestanden in één enkele band even groot is als het aantal 
basisoellen in het beschouwde stuk metaal, voor een Bravais- 
rooster dus gelijk aan het eben In elke toestand 
kunnen nog 2 elektronen met tegengestelde spin worden onder- 
gebracht, Bij een metaal als Na zijn dus de 1s, 2s en 2p- 
Husdsa volledig bezet. De Ss-band, de geleidingsband, is 
eohter half gevuld, Bij T = ok is er een scherpe kant, de 
Fermi=grens, aan de bezettingsfunctie, die bij hogere tempe- 
ratuur enigëzins wordt uitgesmeerd. e 
Speoiaal interessant zijn de overgangsmetalen, waarop we 
vroeger al gewezen-hebben (pag.136). Bij Ni bv. îs de S5d-schil 
nog niet geheel gevuld, Hier zal dus Nep), de niveaudichtheid 
bij de Fermi=grens, die voor allerlei verschijnselen maatgevend 
is, zeer groot zijn. Bij Cu daarentegen is de Sd-band vol. 
Vergelijk bv. fig.12,19 pag. 534 bij Kittel, waar het resultaat 
van cen berekening van N(e) voorde Sdèband van Ni door Koster 
is weergegeven, 
Rontgenspectra. Denken we: bv. weer aan Na. Röùtgeneúissie 
treedt op nadat eerst door aanslag met elektronen=- of röntgen- 
stralen cen elektron uit een inwendige schil van het atoom, 
bv, de K-schil of de Tennis ie verwijderd, Dan valt aad elek- 
tron uit één van de buitenste schillen naar beneden, waarbij 
een röntgengquant wordt geëmitteerd. Daar de energie Pau de bin- 
: habehe schi len practisch niet verbreed is, geeft de energie- 
verdeling van de emissielijn (ham) den peerd van de niveau- 


dichtheid (vermenigvuldigd met de overgangswaarschijnlijkheid) 
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in het bezette deel van de bovenband, Vooral in het zacht- 
golvige röntgengebied heeft men voldoende:dispersie en krijgt 
mer een brede emissielijn, waarvaú de energieverdeling kan 


worden gemeten. 





absorptie emissie 


is 


‘Uit emissiespectra van zachte röntgenstralen krijgt men dus 
infdrmatie-over het bezette deel vande valentieband. Vgl. 


de figuren (metingen van Skinner, Lr is overgang naar het 


2p-niveau) 
Na Art \ et 
> 
Z | 
ed nr all \ 


—_d € ó TT mek e in eV 








Bij metalen ís de scherpe kant van de Fermi-grens duidelijk 
te zien, Skinner heeft hier ook de geringe verbreding bij 
hogere temperatuur gemeten. Bij C ontbreekt de scherpe sprong. 
Daar is een band geheel gevuld. (Dit is het karakteristieke 


verschil tussen geleiders en isolatoren, Een volle band geeft 
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geen geleiding, zoals we nog nader zullen zien.) Bij Mg een 
interessant vareolk dansede We hebben daar 2 valentlonslekiranen 
per atoom, Toch goon volle band, Ne is een metaal. Blijkbaar 
overlappen de Is- en de Sp-band elkaar daar. Vergelijk ook het 
plaatje rechts op pag. 19%. Voor verbindingen heeft men deze 
speotra ook onderzocht, maar ze zijn veel deetis ikee te inter= 
dbetLrei, 

Interessant zijn ook de absorptiespeetra. Als men röntgen- 
stralen laat absorberen, gaat dels Lskte (bv. uit de K-schil) 
naar buiten, Er is een scherpe sprong in de absorptie, de zg. 
absorpuiekant, corresponderend net het energieverschil van 
Keniveau en âe eerste onbezette níiveaux, waar zich voor het 
eerst (net NEEN EAER frequentie) de mogel jkhedd van absorp- 
tio voordoet. Aan En kortgolvige kant sluit een fijnätructuur 
aan, die -gosorrigeord voor de overgengswaarsohi jn1 jkhoid- 
een afspisgeldne is van de Hihente onbezette niveaux. Vergelijk 


Mott and Jones, pag. 138 e.v. 


absorptie 


A 
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Hoof âstuk VII Transportverschijnselen van elektronen. 


a Beweging van clektronen in een band, Verwachtingswaarde van 
de snelheid. | 





2,2 . te 
Voor een vrij elektron is e(k) AE en de snelheid 
mh 
Feb 2aek), 
m m h à 
ek +} | En 


P commuteert met de Homtitontaar en PD bon 7) hebben Gn een 
vlakke golf (eigentoestand van de Hamiltoniaan) een welgedefi- 
ee bele. Dit ís id et meer het geval voor een Blochgolf 
in een periodiek Ee ET Hiervoor heeft de snelheid 
geen scherp bepaalde waarde, Wel geldt:nog dat de verwachting” 
waarde van de snelhelër | 
<i> „jg belk id 

ak En 
Dit zuilen we En end vat (van. bv. Mott end Jones pag. 92, 


Raines pag.317). Laat de Blochfunotie 


gE) = et T ae), 


met u een periodieke Functie, genormeerd zijn in het grote 


k 
periodieiteitsvolume V: 
2 ta 
Lel de | le er Oz A 
En A Vv Ren ON O3 
Nu is: 
Te st EDS oe Ad in be FS 
Did El ee bp dr. 


Vv 
We gaan nu uit van de Schrödinger-vergelijking: 


ave 5 (s@) - ve) | bg =O 
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Dus: 
ad Or» 
Ex A xXx % x 
Verdor is ú 7 
olp TD + Ou» 
ik.r k 
Bk = ixlp + @ … F) Ane 
ae x 
en EO Ee, 
ob au av her 
eN ik.r k 
iN BE, = Â (e zE) + 2i EK + ix A Vz . _ 


“Als we dit invullen in (1) krijgen we (doordat 2 termen dank 


zij de Schrödinger-vergelijking tegen elkaar wegvallen) 


OUR om | _ik.r CER 
9 2 k.r B à 
Arn tata t|er je) - Ve EE e= 0. 
h xX h x 


Wa vermenigvuldigen beide leden met ven integroren over het 


volume V, Als we nu bedenken dat volgens de stelling van Green: 


Ka pr est > Ô Um > ou 5 
| Le A Cn - Oni 5E ze.) wi) ar = 


Vv 
d “ 
so / IRE O/ arr EEA Pm 
Lijners _ | e 3E) - | .e zE) era an 
an SO ôn 
(waarbij de integratie over het oppervlak van het volume V 
wordt uitgestrekt en Ef de ee De op het- oppervlak) en dat 


de oppervlakte- ee nul ís ae de integrand periodiek 


is, dan volgt: 


E 2 2m de (k)- 
Pi ĳ Eb Rr EE 4 


of wel 
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Hieruit volgt dat in het één-dimensionale geval de verwach= 
tingswaarde van de snelheid O is, zowel aan de onderkant als 


aan de bovenkant van de band. Zie de figuur. 


e(k) 
Î 





In het teken lanes Lee Le geval is in het algemeen de normale 
denpomenrt van do snelheid op de anr „gelijk aan nul. 
Op de bekende manier bewijst men ook aat een golf pakketje op= 
gebouwd uit Blochfuneties zich net een snelheid voortbeweegt, 
die gelijk is aan de groepssnelheid: au ea (val. Raines, 
pag. 528). ie is 

Uit het feit dat do eigenfunoties van elektronen in een 
periodiek rooster geschreven kunnen worden IE Bloehf uneties, 
waarvoor geldt ew = 2 sel), volgt dat een elektron in een 
periodiek rooster geen eorstand ondervindt. Verder volgt, dat 
in svanmtoht (dwz. zonder uitwendige velden) de verwachtings- 
waarde van de som van alle snallheten van de elektronen in een 
band, hoe hoog deze genie gerle as, gelijk is aan nul, 


e (É) 


- FO, vergelijk ook bovenstaande fig uur, 


Inners e(-k) 


<r(-E)D> 


had 
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Bij elke toestand E hoort een toestand -R net dezelfde energie 
en tegongestelde <t> a: 


Dus: 


} Sl sters 
Viotnal) * | ak ee fle) = 0 


waarin f(e) de bezettingskans voorstelt, 
Ook de verwaochtingswaarde van de totale elektrische stroon, die 


gelijk is aan eV 2 is natuurlijk nul. 


2, Geleiders, halfgeleiders en isolatoren, 


Nas 


Wil een vaste stof een geleider zijn, dan moet het mogelijk 
zijn dat een aangelegd elektrisch veld elektronen nour een toe= 
stand met een beetje hogere energie exciteert, opdat de bezet- 
ting asymmetrisch wordt. Dit sel dee mogelij: zijn eis wen 
band geheel gevuld is. Iùpers dan Liggen de hogere ‘onbezette 
energieniveaux een eindige EP wind hózer (de gap) en and 
een zoer groot veld zou atobadn naar een hueebe band kunnen 
exciteren. in één “band pu an da eisen niet meer ge- 
exciteerd worden, omdat in een volle band alle toestanden bead 
zijne We zullen dus met een dediktar te maken keten 218 de 
hoogste band (valentieband) volledig bezet is. Inwendige atoom 
schillen leiden luehalwe Id ovetkängsnatatend tet volledig be- 
zette banden en ear dee niet tot geleiding bijäragen. 
(Uitzonderingen als bv, Ni0, waar de Sd-band: van Ni niet geheel 
gevuld is, mear dat toeh een isolator is, kunnen niet ia het 
kader van het Sbn eietenmdlen verklaerd worden. ) We behoeven 
dus alleen te letten op de losser gebonden buitenste schillen, 


Awz. in het bijzonder op dè valentie=clektronen. We hobben dan 
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te maken met een metaal als de valedtisbaad niet volledig be= 

zet is, Dit zal in de sere te plaats het gevel zijn voor stof- 

fen met één valentie-clektron per aa ene de alkalimetalen, 

Cu, Ag, Au ete. Voor Na bv. zal de Ss=-band slechts half gevuld 

zijn. Er kunnen 2N elektronen in ondergebracht worden en zi ân 
er slechts N. We spreken hier van geleidingsband, 

Mtetsulen geven we de aient ds buitenste 


schillen van de alkali= en de aardalkali-atomen: 


Li Na K Rb Cs 


2s âp ss spoaa apèss 5pôes 


Be Mg Ca Sr Ba 

25° ap sa 5pCas® dn as soles” 
Waarom vormen de aardalkali-atomen, zoals bv. Mg, toch metalen? 
Hier zijn toch 2 valentie=elcktronen per atoom, We moeten aan- 
nemen dat hier. 2 baden. (bij Mg de Ss-band en de Sp=band) el- 
kaar overlappen. Elektronen beginnen hier dus de 2° ‘zone (of 
band) al te vullen, eardet de eerste nog geheel gevuld is. Er 
zijn dus eigenlijk 2 gedeeltelijk gevulde banden, die be idd 
tot het geleidingsvermogen bijdragen. Experimenten met röntgen- 


stralen hebben, zoals we reeds zagen, deze situatie bevestigd. 
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Schematiseh hebben we: 





diamant 


IN 


Í RS 
mit 





Bekijken we een typische isolator als diamant, Hier is de vol- 
ledig bezette valentieband door een grote gap van enkele eV ge- 
SOu-iden van de volgende lege band, In diamant kan men elektro- 
nen naar de lege band exoiteren door bestraling met ultraviolet 
licht, Hiervoor: Le 6 à 7 eV nodig. Leggen we dàn een elektrisch 
‚ veld aan, dan zal fotogeleiding optreden. Als we de lichtbron 
„uitschakelen, verdwijnt de fotogeleiding doordat de geSxoiteer- 
de elektronen terugvallen in de valentieband. Een kristal als 
dat van NaCl zal banden hebben die corresponderen met atoom- 
niveaux van Na* en van Cl . Beide ionen hebben asehis afgeslìo- 
ten schillen en de overeenkomstige banden zullen volledig bezet 
zijne, Het is dus een isolator. 

Er zijn ook stoffen waar de volle band (valentieband) en de 
lege band (geleidingsband) slechts gescheiden zijn door een 


zeer kleine energy gap, van enkele 0,01 eV tot enkele eV, 





ri Ki 


Bij SÌ is deze gap 1,2 eV, bij Ge 0,8 eV. Vergelijk een tabel 
in Kittel pag. 551, waar de Boats van de energy gap voor 
vele halfgeleiders is gegeven. Bij T = 0°K is zo'n stof een 
isolator, Bij hogere temperatuur zullen een aantal elektronen 
door de warmtebeweging van het rooster (kT = 0,026 eV bij | 

T = 500°K) geëxciteerd worden naar de geleiâingsband. ‘Deze 
kunnen dan tot geleiding aanleiding geven. Evênzo echter de 
ontstane lege plaatsen in de valentíieband, We spreken hier 

van gaten (haieele ue eetenzen Tióte in beginsel net als posi- 
tief geladen elektronén. Immers de stroom voor een volle band 
is nul zoals we Eöztbï “höbben. Stel nu dat er één elektron 
ontbroekt. De stróom moet dan gelijken tegengesteld zijn aan 
“die van-een lege band met 1 elektron in de beschouwde toestand. 
Dwz. een gat gedraagt zich in een overigens volle band aïs een 
positieve ladingsdrager. 


Schematisch hebben we het volgende geval: 





In formule: De stroom d=-e ja <H(k)>, waarin e > O en ) 


E a 
een som voorstelt over ulle elektronen in de valentieband be- 
halve het geëxoiteerde, waarvoor k = k' was. Dan is 


Ï=-e ) RD HK! 5 otk! 


k 
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Als in toestand Vet een elektron ontbroekt, geeft äit een 
bijdrage tot de stroom van +e<r(k' )> of anders gezegd: he% 
olektron in de toestand Vint geeft dan een ongecompenseerde 
bijdrage. 

We spreken in zo'n geval van een intrinsieke halfgelesder. Ze 
ondérscheiden zioh van metalen behalve door het kieïners #ôe 
Leidingsvornegon door het feit dat de geleiding (exponentieel) 
wehegut bij booneiiente: bemtevetus, temeiit die van metalen 
juist afneent (in het algemeen als et), Dit komt omdat het 
dontat geëxoïteerde elektronon exponentieel tooncemt bij toe 
nemende temperatuur (Boltanann faotor), waardoor het aantal. 
ladingsdragers (elektronen én gaten) exponentieel toeneems, 
Zoals we vorderop nog, zullen Ba nones wordt het aantal eiek- 
tronen aat geëzoitoerd wordt DE de geleigdingsbanä (gelijk 
Ban het aantal gaten) gegeven door: 


Âe 


nn « @ BE, 
e 


waarbij Ae de energy gap voorstelt, Het geleidingsvermogen 
verloopt met de temperatuur ongeveer als in de tige 


Vergelijk Kittel pag. 549 


log cr 1 . Ien 
Ë: » e.v. Voor kamertempera 
tuur enAe w Ì eV is de 
“0 
En 3 
exponentiele factor 10 


voor Ae'n: 5 eV derhalve 


0%. 





AAT 
Ook al zijn er evenveel gaten als geleidingselektronen, toch 


hoeven ze niet evenveel tot de stroom bij te dragen. <v> kan 
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voor de gaten wel kleiner zijn. De beweeglijkheid is in het 
algemeen kleiner inceen nauwe band, 

De geleiding kan sterk vergroot worden door :.Âe. aanwezigheid 
van onzuiverheden. (impurities). Men Breath. dn Wes extrinsie- 


„ke half eleiders,. Ge bw. is nog intrinsiek als de concentratie 





TEKEN Br 
van onzuiverheden <1ot Jen”. 
De onzuiverheden introduceren in het algemeen energienjiveaux 
binnen de gap. Deze kunnen bezet zijn en onder de geleïdings- 


band liggen (donoren) of leeg en vlak boven de valentieband 


(ascepteren), 





geleiäingsband 





—— donor 





acceptor 
GA valentiebènd 
“ Introäuceren we bv. As (of N,P) met 5 valentie- elektronen in 
eën Si-kristal za valentie- elektronen). Een As- a ot Om dan 
op ‘de plaats van een Si- steen en vormt 4 npe bindingen. 
Er is één pe elektron en éón extra oneness Jeding in de 
kern van dit atoom. Dit extra elektron beweegt, ruw AN 
in een waterstofachtige baan, die alleen veel wijder is dan 
in het waterstofatoom, omdat het Coulombvelè een diëlektrische 
constante in de noemer heeft. Voor energieniveau, respectieve- 
lijk gemiddelde’ baanstraal van de toestand met hoofdguantun- 


& On. 
getal n gelât dan: E‚ =-2 dg 


mx "2 
mn E „ En As 
en. 


‚ 15,5 eV en As 
, En: 
waarin m de effectieve massa is, e de diëlektrische constante 


en a, de straal van de 1° Bohr-baan, In Ge is r, > 40 A, 





204 


Er is dus een bezette gebonden toestand die ‘maar weinig 
energie nodig heeft om geïoniseerd te warden. We hebben dan 
„een donor=type, of n=type (n voor negative carrier) halfgcelei= 
‘der. Als men daarentegen B, Al of Ga (met 35 valentie-elektroner) 


=type of acceptor - 





„in een Si-kristal doet, dan krijgt men een 
niveau, dat onbezet is eh aanleiding geeft tot positive carrier 
of gatengoleiding. Er is nl: een elektron te weinig of een 


positief gat te veel. 


Enige gegevens aver Si en Ge: 


EE are 
bandaf stand af stand donoreniveau afstand acceptor=niveau 
tot gelefdingsband tot valentieband 
1,11 eV 0,05 — | % 0, 06 
0,76 eV 0,012 O, 011 


Een nauwkeuriger tabel vindt men in Goossens en Meyer, Neû. T. 
Natuurk, 27 (oei), 524 (sp: pag. 542). Ben uitvoerig boek over 
deze zaken is bv. : W‚ Shookley, Bleotrons and holes in semi- 
vonductors, Hen York 1950. Er zijn ga vuar lijk nog vele, andere 


en 


soorten onzuiverheden dan de bovengenoemde substitutioneie 


verontreinigingen. 


ö, Versnelling en effectieve massa, Ni 


Willen we nagaan hoe een elektron (lading -e) beweegt in 
een vonstant elektrisch veld F, dan moeten we het. elektron. 


bonchetdven als een en opgebourd uit Bloch- SUDSELEE 


vG, t) = JE ak! o(E',t) Wer > 





205 


waarbij we het elektron een zekere mate van lokalisatie kunnen 
Eerd. We kiesen de ooëfficttüten e(R',t) alleen van nul vor- 
schillend in een klein gebiedje rondom de waarde K. En 

Nu leert de quantummechanica dat- het. zwaartepunt ven een 
golfpakketje zich volgens de wiakedele bemonturevervelädebren 
beweegt (Ehrenfest- =theorena). De arbeid door het veld op het 
elektron verricht is per see: 

- ef. = er. se) 
ak - 


Dit moet gelijk zijn aan de toename van de energie per seo: 


GPe, FE. 


Hieruit volgt nu: 


E. = sz Ì (vgl. voor een wat andere afleiding 
Goossens en Meyer I). 
lek) je In de K-ruimte beweegt het 
‘ 
| 4 de elektron zich met constante 
: snelheid, totdat de k=waarde 


| 4 
as ll | “een zane-grens bereikt, Stel’ 


in het één-dimensionale 
kk en js +n/a ir k 





plaatje is sen grote energy 
gape Als „ek naar rechts is gericht, zal ie En de elk) kromme 
naar rechts Lopen, Sor k het BRG A bereikt en dan weer ver- 
schijnen in 5. In het extended zone scheme zou „het elektron 
gewoon doorlopen BEAT heute (in de Benni maar na Â zou 
e(k) weer kleiner worden, Bij de zonegrens wordt fs sneïhetd. 


nul, Voor de versnelling vinden we nu: 


a: 2 dk ï } 
hansie ee r 
dt a nh dt ok, Bf, he a ät ne . EE TE 3E; B 


B 
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(a,B duiden de x,y,z componenten aan). 


Men voert nu in de zg. effeotieve massa tensor, gedefinieerd 


door 
nn i 2 « KOEN E 
ee NK 4 9e. 5: 
(ee). oe dr Ek OS er apen mtekn 
m/p h kg 


Stel eens dat deze tensor op hoofdassen is, dwz, alleen do 


« 


Aiagonaatelementen van nul verschillend. Dan geldt voor de 
a 5 Ô Ed 


a=richting: 


Le tE 2e 
se = 5 RAG: 
m h ok 
en eg Pos 
ä n Sn tie, 
html ed Kd Emser nand Ki \ 
EE? <v,> „s FP, . Ge) 
aa 


Als e(k) sE ee (vrije elektronen), is natuurlijk mi: mn, 

Dat ín het algemeen m, Am kont doar de invloed van het verio= 
dieke petentiaalveld, We zien ook dat voor smalle banden nm 
groot wordt, de elektronen zijn dan traag. In de alkalimetalen 
geldt in goede benadering; e(k) = nk é | 

| „ Enkele waarden van a zijn: in 


Li Na K Rb Cs V&l. Kittel pag, 288. 


en 1,40 9,98 0,94 0,87 0,85 
Bekijken we nog eens ‘de figuren op de volgende bladzijde, dan 
zien we dat m negatief wordt voorbij het buigpunt P in de 


e(k) kromme, 
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Dus m < o Bende in de band. (ais e(x) een maximum heeft voor 
ke drie Mss. B | 

Stel eens dat een elektron bonen in de band aneh: mees 
is a < 0, Noemen we Us nm, dan kunnen we de Pele (4) 
schrijven als 


- á ok LAS Ot BE Mn Bg ot 


n, GE = + or 

m.a.w. het gat gedraagt zieh als een dasteie net positieve 

massa en soRibieve Lading: Den danwezig elektron in het bovene 

ste deel van de band gedraagt aduh saaweutened ais destide met 

“negatieve massa en negatteve lading. 

In de R-ruinte verplaatst het gat zich Gp dezelfde manier 

“als de elektronen, het schuift gewoon met de elektfonen mee. 
Het feit det lege plaatsen 

boven in een band zich in 
elk opzicht áls deeltjes met 


positieve lading gedragen, 





“geeft ook een verklaring van 
A Kk eee dd E 
hin het feit dat in sommige meta 
jen (Zn, Be, Cà) een positieve Hall-constante wordt gevonden. 


Vgl. Kittel, pag. 298. 
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Men kan de effectieve massa op verschillende manieren experi= 
menteot bepalen. De belangrijkste hiervan is door eyelótron- 
resonantie (vgl. Kittel pag. 371 e.v. ). 

Men kan laten zien dat bij aanwezigheid van een magnetisch 
veld de vergelijking (1) op pag. gegeneraliseerd kan worden 


(mits het veld niet te sterk is!) tot: 


m Se == @ kb + 2 A 5) 5 


Onder invloed van een statisch homogeen magnetisch veld door- 
toes telaenannest et een isotrope massa oirkelvornige 
banen loodrecht op het magneetveld mek hoektragnaatis: 

ie zi E À 


WE 
me 
mv ec v_ eBt: « 
de zg. eyelotronfrequentie. EE = TB, dus w 5 lk Ais 


men nu een radiofrequent wisselveld loodrecùut-het statische 


magneetveld B laat iastralen; wordt deze frequentie sterk 


se 
geabsorbeerd. Getallenvoorbeeld: Een = 0,1, , B = 860 oersted; 
dan is w, = 1,5.1011(y = 24000 Me/s), Een cirkelbaan wordt 
„10 


doorlopen in ongeveer 4,10. sec. Bij kamertemperatuur zou- 
„den de ladingsdragers in die tijd vele botsingen ‘ondergaan, 
die de, resonantie zouden verstoren, Maar voor zuivere materia= 
Jen en zeer lage temperaturen is de botsingstijd lang genoeg 
opdat verscheidene cirkelbanen kunnen worden doorlopan.en 

de microgolffreguentie kan worden waargenomen. Cyclotron- 
resonantie speelt een belangrijke rol bij onderzoekingen over 
de bandstruktuur van halfgeleiders, : 
Een andere manier omm te meten ie door metingen van de 
dielektrische constante als funotie van de frequentie, Dit 


gebeurt door reflectie- en transmissiemetingen., De bijdrage 
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van de geleidingselektronen tot e is immers afhankelijk van 
de massa: 2 
Anne 
mw 
ne is aantal ladingsdragers per on. Goossens en Meyer (Ned.T, 
Natuurk, 27 (1961) 324) geven een tabel waarin de waarden van 
* 


EN bepaald uit Ee. vergeleken worden met die bepaald uit eyclo- 


tronresonantië: ” 


de E 

si uit Ee, a uit w 
n Ge 0,15 0,12 
p Ge 0,50 0,27 
n Si 0,27 0,26 
p Si 0,57 0,39 


Stel eens dat we alle toestanden in een band kunnen ‘beschrij- 


ed 
: * 
ven met eenzelfde waarde van m ‚ dus eu) s Se . td is 
2m 
voor aes ne baleh in hoge mate oorreot, Nu was voor vrije 
2/5 
elektronen de Fermizenergië 5o B (an° n) ‚ waarin n het 


aantal elektronen per a We kunnen deze formule dan ook weer 
toepassen met ú in plaats van Om Zo dus omgekeerd evenredig met 
es Men verifieert gemalin dat in dit geval de bijdrage van 
da peletätnssataktranan tot de soortelijke warmte evenredig 
wordt met a, evenzo de bijdrage tot de varmmagnettashe suscep= 
tibiliteit, In overgangsmetalen hebbe we een smalle d-band, 
hetgeen correspondeert met grote ü. We hebber vroeger ook al 
besproken, dat soortelijke warmte en spinparamagnetisme hier 


bijzonder groot worden. Uit de soortelijke warmte zou men voor 
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Ad 4 Rn Re ds 
En concluderen tot de waarden 14 voor Co, 12 voor a-Fe, 
28 voor Ni, 27 voor Pd, 13 voor Pt. Vgl. de tabel op pag. 259 


in Kittel. Een tabel voor de susceptibiliteit Xx vindt men 


daar op pag. 295, - 


4, Statistiek van elektronen en gaten in eon intrinsieke - 
‘halfgeleider, Excitonen, (vgl. Ziman, pag. 120). 


Beschouwen we een intrin- 
geleidingsband 


e 
Î c h sieke halfgeleider met 
| een energy gap e_. Bij 
Ee $ 8 
5 T > 0 worden een aantal 
| pe elektronen geëxciteerd 


Ee SAE OV 
valentiebanâ 77/7 ê Lai É 
Dn Rr ee RD: ak naar de geleidingsband 


Een even groot aantal 
positieve gaten blijft achter in de valentieband, 
We noemen de niveaudichtheid N(e) (waarin opgenomen de factor 


2 van de spin). De bezettingskans 
EE ï 


FT, 1 





le) = 


Het aantal elektronen me t energie tussen e en e+de is dan: 


n(e) de = N(e) f(e) de. Nu noemen we: 


Ne) ns 
‚N(e) :s @ Ee, <e se 
Nole) ES e 


Dan is het totale aantal elektronen: 





Bid 


[roe [re f(e)de + [se f(edde 

of Ee, _ GA ì 
| Ne) Ë e £(e) | de = RAG f(e)de. 4) 
le) Ee, 


Vergelijking (1) zegt niets anders dan dat in temveratuureven=- 
wieht het aantal gaten in de valentieband De gelijk is aan A» 


het aantal elektronen in de geleidingsband. 





Nu ís rr 
KP ENE: _ _d 
ak eere amine 
5 a _@ &T + 1 


zodat het linkerlid van (1) wordt: 
v N(e)äe 


| 7 1e-Z) Ke 
o kT ed 


We kunnen nu in de valentíeband de energie naar beneden tellen 


van € af, dwz. e° = e « €, 
v v 
Dan wordts 
e 5 e 
: MS ne : Vv : n é à ' E 
2 En es t penn ' . 
) N(e) : - ee) | de = | mes ) ET Gpr de. 
5 





o 
be on A lek et 1 


5 t OE eet 
„Het aantal gaten met energie e' tussen e ene + de is dus 


E t U ad ste? En: 1 ED) bi aen 
nh, (e jie '= N_(s, e) AE CHO de Ale e. 
ad + 1 | 





De gaten voldoen: derhalve aan Fermi-statistiek net kee, 


‘Voor de elektronen in de geleïdingsband tellen we de energie 


u : 8 
naar boven van eaf; dus 8e = e= Ee, 





Dan wordt: 
zi 
mt 
e'-(S-e) 


e kT + Ì 


u u mA. n 
n,le ) de" = N (ete) de' , 


« 


De Fermi-potentiaal voor de elektronen is daarmee geworden 


GL 5 == Ee 


c c 

We zien dat: Se + jn Ee "Eg 

‘Nu zal 4 arbens binnen de gap gelegen zijn, want er zijn near 
een relatief klein zantal elektronen naer de geleidingsband 
geöxeiteerd, dwz. er is alleen een Maxwell-Boltzmann staärt 
naar de geloïdingsband geëtoiteerd. Dus £, en ZL, zijn beide 

< 0 en in absolute waarde >> kT. We vervangen de Fermíi-= 
verdelingsfunoties zowel voor gaten als voor elektronen door 


een Maxwell-Boltzmann-verdeling. Dan gaat: (t)rover in: 


ee é 
R E/ET =e!/KT en ee =e /KT 
Í N (erve ) e e de = | N (ete ) e e de” … 
o o En 
(2) 
Uit deze vergelijking kan men in principe an _ 5e berekenen. 
Als speciaal N,(e,-e') gelijk is aan Nile,te") vóor €’ ze", 
dwz. als de niveeudichtheid in de valentieband (van de top af 
naar beneden gerekend) hetzelfde is als de niveauâichtheid in 
de gelcidingsband (van-de.benodenrand af naar boven gerekend) 


dan volgt uit (2) 


ee re 
"0 se So Bg 


«Re 


be = Ze En dus a Ge ee = =€ 


Dan wordt: 5 = As Ge Bp 


+ Zeg dwz. G, de plaats van het 


Fermieniveau kont dan midden in de gap terecht. 
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Stel eons dat de niveaudichtheid gegeven wordt door: 


ni 5/2 
Lj n, u 
No (egte = 2 VJ je 
en analoog 
Pi 3/2 


Îî 
N(eyve ) 


1 


dan wordt (2) 
5/2 5/2 


Ld al 
m_kT L_/kT m kT Z/kT 
Ag 2 Vv ) e = vs e = nge 


2nh anh 


Hieruit volgt in de eerste plaats: X 





c ë EE 
verder e 
A, "8/2 3 
Dn & / kT =eg/kT 
was kV fm, mi) eel 
e g e 8 oh 
of 
gens 5/4 „5/2 EK: 
fn == 2 V bmm } es & n 
ie 8 Ke ann 
=e /2kT 
Het verloop met e 6 was op pag. 202 zonder bewijs reeds 


genoemd en besproken, 


In een dergelijke intrinsieke halfgeleider hebben we dus 
een gelijk aantal elektronen in de goleiäingsband als eben 
in de valentiëèband. Dit zijn geladen "deeltjes" die ABE 
aantrekken volgens de wet zen Geiten da eo dietekteteen 


' -@ 
nmelium: Er Men kan nu weer adenine 2 le toe- 


kr Ha 
B _ R e 
standen krijgen tiet een energie: Ln = PRN Re waarin nu 


“ Er 2 he 
m de gereduceerde effeetieve massa ís van elektron en gat. 


We krijgen zo een reeks diserete niveaux een beetje onder de 
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geleidingsband, We spreken van een exoiton, Gat ongeladen àls 
het is in zijn geheel door het rooster kan bewegen. Het is 

een gebonden elektron-gat Bik, kee Bok dak haat in energie 
voor nodig om zo los te maken, zodat ze dan als onafhankelijke 
ladingsdragers kunnen gaan dice In het Gps de spectrun 
van een halfgeleider kan men cen mantel da armee sera rater 


de exciton-lijnen waarnemen. Vgl. Ziman, pag. 162, 


5. Het elektrisch geleidingsvermogen, Klassieke theorie van 


Lorentz. 


In Hoofdstuk V hebben we gezien hoe Drude, kinetische gas- 
theorie à la Clausius bedri jvente, uitdrukkingen vond voor 


Jor CAO De geleidingselektronen werden opgevat als een 


w° 
ideaal gas. Ze kunnen botsen met de onbeweeglijk gedachte ionen 
en Drude voerde daarom een gemiddelde vrije weglengte 1 in. 


Het grote succes was Drude's afleiding van de zg. Wiedemann- 


Franz verhouding 


Experimenteel wist, men reeds lang dat deze verhouding voor 
kiten alle notalen dezelfde Wase. Ook de evenredigheid met 


T en de evenredigheidstaotor taonten een 


| eN B n nn 

Bij kamertemperatuur is HE pv. voor AT  1,59.10: 
eet Ek el ; es 
5 6 

Cu 1,55. 10 


Pb 4,88, 40 
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terwijl deze verhouding volgens Drude theoretisch 1, 6,10 m8 

zou zijn. Lorentz verving läter deze ruwe basahetntik Eee 
cen meer exacte theorie en toen ging de goede dnewonbetenndae 
met het experiment verloren. Lorentz werkte met. de transport- 
vgl, van Boltzmann, Omdat deze methode ook nog in de moderne 
quantumneehanische transporttheorieën gevolgd wordt, zullen 

we die nu bespreken, hotents onderstelt weer dat de ionen on- 
hemeealtie zijn en dat de elektronen alléén (en wel tusken) 
„botsen met de ionen, Hij voert een verdelingsfunctie , 
P(x,Y,2,E,n» Syt) in de coördinaten-snelheidsruinte in, gedefi- 


nieerd zodanig dat 


P(x,Y, 2E, 1,59 t) dx dy dz dE dn dZ 


het aantal elektronen voorstelt dat op tijdstip t coördinaten 


en snelheidseomponenten heeft in het interval 
Xe KE + Äkyooeeeh = LC + ÄG. 

In een homogeen medium met n elektronen per en° zal bij ten- 
peratuurevenwioht f Paeeran maden. Bat de Maxwell-Boltzmann- 
verdeling (onafhankelijk vande coördinaten). 


nen meern 


5/2 „ am (EL an az?) 


Lent) mn (HE) it KP 


Als er een uitwendig elektrisch veld wordt aangelegd of een 


pe 


temperatuurgradiënt of als het medium inhomogoen is, zal f. van 
de M‚,B,-verdeling afwijken, f zal voldoen aan de Boltzmann-. 
vorgelijking, die we als volgt krijgen: 

En tijdsintervalletje dt Ka het dantei elektronen ín het 


gebiedje dx dy dz d& dn AX door 2 oorzaken veranderen: 
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1° aoordat het fasepunt in de coördinaten-snelheidsruinte 
beweegt, doordat de elektronen snelheden hebben en versnel- 
lingen (componenten X,Y; z) ondergaan, Men spreekt van de 
stroningstern in de Boltanannevengeld Jeng, 2° aoor botsingen 
mot de ionen. ah 


We kunnen schrijven: 


5 


ÎÉ at ax ay dz az an ax = @2) 


Ei) + 


stroning AZ) otsingen 


A2) tmonding e [r(eeer, Y=ndt, z-Zdt, E-Xdt, n=-Ydt, z-zät) a 


e eze arten,)] äx dy âz äE ân äz 


ti 


E (z „Er. 2) at dx äy dz dE an az 
ov or n _ 


waarin Ì de versnelling is met componenten X, Y, Z. 


We krijgen zo: 


Error En LE, ge | | 
Or Vv botsingen , Es 


Báj de botsingen kunnen we onderscheiden, de ág,. direote Bot- 
singen waardoor een elektron uit het beschouwde snelheidsinter- 


val wordt verwijderd en dé’ zg, restituerende botsingen, waar- 


door een elektron in het beschouwde snelheidsirmterval terecht 


komt. 7 


Bekijk een ion met gtraal R. Ben elektron komt aan met snelheid 
V(E‚nsE), botst tegen het oppervlakte-element iin en kaatst 


terug met snelheid v'(E'‚n',X'). Als N het aantal ionen per 













ie en° is, dan is het aantal 


Ee 
las restituerende 
Ke botsing dezer directe botsingen per 
aiheate tijdsinterval Bi: 
botsing 


atazaydaagnez | NvR® cos @ £(x,7,2,E,n»Z) àn 
geïntogreord over het boloppervlak, Evenzo is het aantal res= 
tituerende botsingen: 

ataxayazaganat | NvR? eos © lata on 26 an, 


. 1 
immers Vv = Ve Ee sim 


In deze beide uitärukkängen is f de gestoorde verdelingsfuno= 
tie, gestoord door een veld, of een gradiënt in temperatuur 
of elektrondichtheid. We onderstellen veld of gradiënt in de 


x=richting en onafhankelijk van de tijd en we stellen: 
£(x,E,n,5) li fo (x,E,n,s) RE 


waarin f, de loeale N,B,-verdeling is. 

5/8 my 
o(EsnsS) = n(x) Gi) je 

en g een kleine anisotrope afwijking voorsteit. 


„Nu is de bijdrage van Ex tot de directe botsingen gelijk aan die 


tot de restituerende botsingen. (v° rj. Voor. de stationnaire 

verdeling (Ge = o) krijgen we tenslotte de vergelijking: 

df, af, 2 ä Ra 
Sn th NIE g(x,E‚n,5) =— glen B cos 9 A = 0, 

Ox OE fe 


waarbij we in de stromingsterm f door f, hebben vervangen. 
Lorentz laat nu zien dat deze integraalvergelijking een 


oplossing heeft van de gedaante: 
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s(x8,nr) = & (xv). 


We zullen mons deze vorm van 5 de: integraal hemeenen Daartoe 

nseden we het verband kennen traan Ee ‚n ze en E‚n‚. Zie 

daartoe dntoritaante elek, | 

ï _ Laat de nermaal op de bol 
de heeken Beat, maken met 
xy, a-os. Bij de botsing 


a,B‚y 
verandert de normaeleompo- 






neat’ van Y vän teken, de 
gE snsZ) component de. de sormeal 


verándert niet. Dus: 


« 


| OE! ez & - 2v oos 0 vos a 
/ B ge ii n' =n - 2v cos O cos B 
Been Er ts be hatin ef dee 

5, Z' == 2v Gos e 308 y. 


Derhalve wardt: 


| (e(ase,n,s) - BCE! on! 5) oon 0 an zn) | (E-E') oos © an 


ait ae zer). ar | dae © cos ad. 


Nu is E‚n‚5 een gegeven richting, maar de normealrichting 
(a,B‚y) laten we alle richtingen doorlopen. u Ïs een vaste hoek, 


maar ® ef y veranderen als (a,B‚y) over de ból’loopt. 
eos a = Gos @ cos ne sin © sin u cos y, e > 5 geeft geen 


botsing. Dus 


Aid 


2 


| oes Oeosad0= s1n0d0 | ükees a lus sensu + sin@sinucosy) 


u 
o 
et 


o 
1 


IN 


2noosyu | ax 5 es sL 


ti 
oo A 


Daarmee wordt de Boltzmann-vergelijking 


of, df, 2 
6 5x + X BE + ”NR Evx (av) = 0. 
= 
Als we invoeren de gemiddelde vrije ela Er 45 mn) hl __ en 
of © …_ Of i el ere te ad 


bedenken dat vinden we 





DE —v' ov’ 


n ‚of GEAN 
1 Xx 
klav) oe 3 Era urk rr) 


Voor de elektrisehe- en warwbeate enddoksheld gelät kia E 


geen bt donge levert) 


i=e | S s(E,n,x) aanaz = @ | Er dEdndë 
p el a à En ps d n Led 
nej) ve E £(E‚n,&) aEânAË = 5 | veg (ev) dEand 


J 


Di « 


of daar clm. v) alleen van x en v be tree 


En 8 bed 5 Sf 
i= 2e vu e en w = Zan | Ee s 
5 « 3 | 8 « 
o 


Oo 
' zie De m6 > # hd Gn 


Elektrisch geleidingsvermogen: Neem thermisch en chemisch RBomo- 
eb 


geen materiaal en verder een elektrisch veld E , dan is X= es, 
Verder is ee = 0, zodat | 
elk, of, 
X(x,v) = = wk 


en duss 








220 





(daar > = En | av £ o(vjdr)s 


Berekenen we het gemiddelde met behulp van de N.B. verdeling, 


dan komt er 


ZE EN 
N/ 2nmkT 


Warmtegeleidingsvermögen. Als er een temperatuurgradiënt is in 


de x=richting, hangt £_(v) van x af: 


Tot 


2 
| 2 n 5/2 _ __ny 
f‚(xsv) = Ax) PT n (Ee) ef TCE) | 


Á 


etos dane vgl. teu sr de san. oTekteteehs stroom gaan lopen, 
tenzij deze doer een tegengesteld veld watt werttuisrd. Nu 
gebeuren preeven over warmtegeleiâing bij elektrische stroom 
nul, dan stelt zich automatisoh zo'n spanningsversohil in dat 


er geen stroom loept, Voorwaarde voor stroom nul is: 





oo Kk eo oo #, 
r } Af of i 
0 = | var = =l vS ee av + X ee 2 dv) . 
J OK Ov 
ú 4 


Deze voorwaarde levert na uitvoering van de elementaire inte- 


graties: 
2A AB . PE NE ho 
En _ B Ax” 2ABX '= 0. ” 
Nu was 
x(x,v) ES (& Av? F e anar) o =p)? 


of na eliminatie van X uit bovenstaande voorwaarde: 
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2 
5 zE Se Bv 


Rae en de vases taai ehtheid 





n 5 Ee rs Âx 
ES \V2rmkT 
ern 
2 Rad 
En EEE: „nik Ï 


ij Sanat 


Voer de verhouding van Wiedemann en Franz volgt nuts. 


TT AA 
n = 2 (5) „TT, dus met de faetor 2 i.p.v. ó bij Drude, Dus 
el \ 


sleohter overeenstemüing met het experiment. De temperatfüur- 
afhankelijkheid van deze verheuding is wel goed, want in het 


algemeen is 0 ec rp? en Oy onafhankelijk van T. De tempera- 


el. 
tuurafhankelijkheid van Ter SP or afzonderlijk is echter,_np 
grond van deze formules moeilijk te begrijper, want n Ll zou 
dan « 1? moeten zijn, wat theoretisseh mied te begrijpen Ás. 
‘Het groetste bezwaar tegen de theorie van Larentz is echter, 
zoals ‘vroeger reeds vermeld, dat de elektronen een aanziek- 
‘lijke bi järage tot de ‘soortelijke warmte zcuden geven, hetgeen 
experimenteel niet het geval is. | ik | 
Behalve de geleiding van elektriciteit en warmte kan men met 
de theorie van Lerentz nog allerlei andere thermoëlektz rische 
en zg. galvanoëlektrische en thermemagnetische verschijnselen 
behandelen. Bw, het potenttaalversehilvin een metaal báj een 
temperatuurgradiënt en afwezigheid van elektrische stroom, 

OE het poteûtiaalversohil tússen 2 punten met versehillende 
elektrenconeentratie bij afwezigheid van elektrisehe stroom. 
Bij elkaar aanrakende versehillende metalen geeft dit het 28. 


eontact-potentiaalversahil. Börtnden zich de contadtplaatsen 
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van 2 metalen op zarsehtilende terporatüut dan krijgen we de 
thermokradht als verschil van äe potentdaalsprongen. Verder, 
het Hall-effedt (in 1879 onteeief door de Amerikaan Hall). Dit 
is het volgende ovale heeele mean Beek metaal Loopt in de 
x=riochting een stroom met dichtheid ie Laat in de z-richting 
een thebest B zijn aangebracht. Dan ontstaat in de y-rich- 
ting een elektrisch veld. De elektronen ondervinden immers een 
ranstershië Lorentz-kracht, in de stationnaïre toestand zal 
er een elektrisch tegenveld. ontstaan, Als men, dit weer met. de 


Boltzmann-vergelijking uitrekent, vindt men: 


En, = RBi dead En 8 d 7 ú 


R is de zg. Hall-corstante, die volgens de theorie van Lorentz 


Nn! 


wordt: sen DR 4 en ai 


‘Re Ed: (bodenk dat e negatief is). ki 
Wat grootte-orde betreft klept dit aardig met het experimont 
als won e N nemen, Toch zijn er allerlei afwijkingen Bi bv. 
hoeft een abnormaal groot Hall-effeot, en sommige stoffen heb- 
ben zelfs een nie te Ris ondkunte zoals vioogor reods 
vermeld, Het is ook hier autdelájk dat de klassieke theorie te 
kort schiet. j | 


6. zeleidingsvermegenss in de theorie van Sommerfeld. 





Hior gaat men weer uit van dezelfde Boltzamann-vergelijking 
. ee a : mn be € . ni, er Mid er adi ida Mi « nl 
en men heeft ook weer dezelfde uitdrukking voor de functie 


_x (pag. 219) 


Te , 
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Voor f de evenwichtsverdelingsfunctie, nemen we echter nu 
de Fermi-Dirao-verdelingsfunctie. li 


Aantal elektronen per ei met snelheidscomponenten tussen 


Eèn E + dE, eto. is f dEÄndZ met 








Ke) 
m 1 6 el 
f,= 53 er, (spin inbegrepen). 
ee LE 
e + 1 


De gemiddelde vrije weglengte 1 die bij Lorentz (botsingen met 


harde bollen) Ganr2 Tt was, wordt hier als een functie van T en 


v opgevat, waarever de theorie in dit stadium geen uitsprakten 


5 5 


deet. Nu is: 











af of of of 
tr dte hef ek, Le 
Dr “WE se He * LE FE ( Boe "Haes on daar 
É kT ; — 
eE BE # 
mna.: set dfsn „E.E AL, 
len fenn x (2,7) ahah een dr E) ° 
f af 
Noomen we: K=- EE | ro e° —& äc, dan werdt 
n 2 Oe. 8 
óm 
ef 
p f SE 
zon (en, - Bok. GT 
ES Shy (ee ox * T Ox, T Ke 
/ K 
ne _,zan Zeer, 
Te Bg 5 ox tT Ee) T Ox” 


8 
We zien dat ook hier alleen de elektronen inde buurt van het 
Fermi=oppervlak een bijdrage leveren. De integralen Kk, kan men 
uitrekenen met de methode behandeld “n Hfdst. V, 8 2: 

- Ld anp 


n sr a” 
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Voor het elektrisch geleidingsvermogen ís 25 _ AT 0 en dus 





Ox ” Ox 
_ „à 5 e d é 
12 e K, B, = FoiEs Met de 1” benadering voor K, wordt: 
Bme 
Tel oe 1(5)%. 
on h / & 
ui: „en De 5 2 2 Ë . Koba 6 24 4 
Ee) nh 2/5 NE Ama 
Nemen we 5 5e Ge) ann en ede we Ne er s 
dan wordt: 
eFnl(z.) 
lof ze 2 dei. op een-numerieke factor 
el mv, dent 7 ii 


na een uitdrukking van dezelfde vorm als bij Learentsz, 

Bij Lorentz was <> groot en moest nl wel klein zijn.” Hier is 
> klein en kan n best van de orde a ennn ns het aantal 

en per en® zijn. De temperatuurafhankelijkheid zit geheel 

in 15), waarover âe theorie niets zegt. Bij experimentele 


waarden van Te blijkt l van de orde van 100,atonmaf standen te 


1 
werden, iets wat de quantummeohanische theerie goed kan verkla- 





ren. 
Om de warmtegeleiding te berekenen stellen we 2e Á 0, maar 
1 = 0. Dan vindt men: Ken 
Ee en. 
WT KT . 


Als we voor de grootheden K de Bemet bensderdhe temtited komt 
er nul. Bij Sommerfeld is de warmtegeleiding dus in deze zin een 
3° ande effects Dit wort omdat bid T = ô sok de bijärage van de 
elektronén tot de soortelijke warmte naar: nul gaat. 


“In gäe benddering vinden we: 5 fee ke ae 





: zr me) zn\ 2/5 
ia ek 


or 2 A3 
lok mn (5) r. 
loy 3 e 


zet wen wetens heten Hesi Bern. BEM % A aiete-Â* denderde de © ss ir 


edi an aai hdd ee 
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Bij Drude was de numerieke factor in deze verhouding 5, bij 


2 
Ee 
3 . 


goed met experimentele waarden van de Wiedemann-Franz-verhou- 


Lorenta 2 en nu bij Sommerfeld Dit laatste klopt weer 


ding. Hen kan ook in de Sommerfeld-theorie allerlei thétrmo= 


elektrische, eto. verschijnselen behandelen, als thermokracht, 





Thomson- en Peltier=effecet, Hall-effcct, enz. Over het alge- 
meen krijgt men betere resultaten dan met de klassieke statis=- 
„ttek, al blijkt dat de onderstelling van vrije elektronen, die 
met de ionen botsen, verfijnd moet worden, Een ‘uitvoerige be- 
handeling vam deze verschijnselen: vindt men in Sommerfeld en 


Frank, Rev,Mod,Phys. 5 (1951) 1. ve HE 


Da ni 


7e Het steietei goh geleidingsvermogen. guantumneehenische 
theorie. _ | n | 
(ven. br. Kittel, raa. 256; 263, 501, 588, Mott and Jones 
Ch. VII, Ziman Ch. VII. Ook ia antimten van deense en 
Meyer, Ned. T,Natuurk. 29 (1965) 409 en Verboven, Ned.n. 


Natuurk., 27 (1961) 33). 


In de theòrie van Bloch oen een ideaal periodiek rooster 
heeft een elektron stationnaire toestanden, waarveer <v> en 
dus oek het gemiddelde ladingstransport vergehillend is van 
nul, Een elektren loopt ongehinderd door een zuiver periodiek 
oester. We kunnen een stroom hebben zonder dat een clektrisch 
Weld aanwezig is. 

In een elektrisch veld zal R veranderen. Voor eén elektron, 
met lading =e,in een elektrisch veld gold (vgl. pag. 205) 


ak 


dE r. 


2 
h 
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Als het veld een poosje werkt, Zal de hele Fermi-bol (of ‘al- 
gemener Fermi-oppervlak) een- beetje verplaatst zijn in de’ 
„keruimte en als nu het veld afgezet wordt, zal deze situctie 

blijven bestaan. 8 u 7 
In een periodiek rooster zal dus geen weerstand optreden, 
Weerstand ontstaat eerst door afwijkingen. van. de periodiaiteit. 
Dit is heel anders dan in de oudere theorieën van Drude, 
Lorents en Sommerfeld, waar de elektronen botsen met de. stíl- 
„. staande ionen, K 

Afwijkingen van de periodiciteit komen door 2 oorzaken: 

1°.kristalfouten, onzuiverheden (vreemde atomen of ionen) of ° 
eindige afmetingen (kleine kristallietjes). Hierdoor worden de 
elektronen verstrooid, De weerstand hierdoor veroerzaakt is 
vrijwel onafhankelijk vei Te bie Kar bij f Hr bestaan: 
Men noemt deze weerstand restweerstand. Deze hangt meestal af 
an de eenden en de wijze van behin van het 
dte metaal, en 

2% De periedieiteit wardt verbroken äcor de thermische excitatie, 
dus door de roostertrillingen., De hierdoor vasten weer 
stand gaat. naar nul bij T » 0°K en neemt in metalen bij toe- 
nemende temperatuur toe. (In halfgeleiders neemt het aantal 
ladingsdragers bij toenemende temperatuur sterk too, waaruit 
een afnemende weerstand resulteert.) Bij kamertemperatuur. en 
hogere temperaturen is in metalen de weerstand evenredig et 
T, bij lage temperaturen ruwweg evenredig T°, vel. de figuur 
in Kittel pag. 501, Dese thermische weerstand is meestal veel 


groter dan de restweerstand, 


Een elektron zal dus verstrooid kunnen worden hetzij door een 
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tants B hetai} door de roostertrillingen. De kansen sp 


deze bende verstrooiingsnechenisnen zijn rlr a van 


sDen, Pin gevolg hiervan wordt ook de weerstand additief: 


n . d A8 ax 2 jn 
P = Pihonmtsch * Piaö. waarbij de 2“ bijdrage onaf hanke- 


lijk is van T. Dit is de regel van Matthiesen, Voor verschil- 
fende concentraties nan onzuiverheden is zt hetzelfde, Vgl, 
dô figuur ontleend Ran Mebt and Jones Pag. 287, 





+ 1,126 Ni 
+ 1, 03% In 
_— T 


We werken ook nu weer met de Boltamann- „=vergelijking voor de 


verdelingsfunotie r®), die het aantal elektronen per a 
geeft met K in het interval EE a We omeretelden, dat f 
niet van de plaats afhangt, dwz. aat we een homogeen metaal 
hebben zonder PONpOrRTUNRErRALEN Zonder elektrisch ve is 
de svenmichtsverdelingsfunotie beek. pag. 223) 


Ee 1 
an St 


Be kt 





f_(k) 





Als we een veld aanleggen (in de x-richting) ‘zal £ van jn 


gaan afwijken om 2 redenen: 
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1° Onder invloed van het aangelegde veld verandert EK, de 28, 
stromingsterm, Na een tijd t is Esk - 5 Pt, awzi | 
£_(E) > £,E + = Pt),-de hele evenwichtsverdeling verschuift 


in de K-ruinte. Dus 


188 5 San Lg | e Fo elk) 
ot stroming òk, hoe ôk, 


Strikt genomen moet hier staan 8E , maar we nemen alleen ter- 
. 4 b.d 7 

men lineair in F mee. Deze verschuiving zou steeds doorgaan 

als et geen verstrooiingsprotesden waren die de evenwiechts- 


verdeling proberen te heëstellen. 


f verandert tengevolge van de verstrooiingsprocessen: 


(85 = -£(Ì) Í VE» B) (t-an e(E')) ao! + 
verstr : - 
+ (mar e(t) [re „> E) P(E') a0'. 


We hebben hier ingevoerd de waarschijnlijkheid per sec 

WR > E') ao! aat een elektron in de toestand k verstrooid 
wordt“naar éen toestard E' binnen een oppervlakte-elementje 
ao! op de begrenzing van het Fermi-oppervlak. We kunnen ons 
nl. beperken tot de elektronen op de begrenzing van het Fermi- 
oppervlak, De andere elektronen nemen geen deel aan de gelei- 
ding. Verder kunnen we de verstrooiing als bij benaâering 
elastisch omderstellen.Bij botsingen met impuritigs is er nl, 
energiebehcud en bij botsingen met roostertrillingen is de 
energie-overdracht (emissie of nbenRES den een fonon) zeer 
gering vergeleken met de elektronenergie. Tenslotte is ‘in bo- 


venstaande uitdrukking rekening gehouden met de Fermi-Dirac- 
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statistiek in die zin, dat het aantal overgangen van id noar E' 
Ke, : . ó End | Ì 

evenredig is net f(k) en met 1 - An “£(K'), nl, met de kans dat 

een plaats bij de toestand Kk! onbezet is. 

In de stationnaire toestend wordt de Boltzmann-vergelijking: 


af 


e o de 5 T Ka 
Er Ere ene) | na =E) e@') ao! - 


- £(2) jl VE > E')(tmande(kj) ao' = 0. 


‚Nu kan men laten zien dat W(R'es EK) = WR > Kk!) Dit wordt 


wel microscopische reversibiliteit genoemd, omdat deze rela= 
tie kan worden afgeleid uit de ‘imvariantie van de microsco- 
píseche vergelijkingen (Schrödinger-vergelijking voor het hele 
systeem) voor tijdsomkeer. Het volgt uit de guantummechanische 


uitdrukking voor de overgangswaarschijnlijkheden. We krijgen 


Zo 


rn en F + | (ra) WREE) - £(E) WE — E)) ao’ = 0, 
î ì Xx Eek j ze s en De Er dn 


We stellen not als vroeger: f(E) = £‚(E) + s(&), waarbij z(E) 


„klein onderstola wordt en dinaair in het veld F. Verder geef t 


£_(É) geen lide ge tot de betetnasteek: omdat de botsingen 


als practisch elastisch worden beschouwd en dus e= Er: On: 


daarom £_(E) = A . We vinden zö de ze. vergelijking van 





Bloch: 
ee de Bal wEat les be ao zb 
nt ee 
Dit is een Een sntegraalvergelt jktng voor de onbekends 
functie ED). Ben vereenvoudiging stellen ween dat e(E) ze 
ü- 


(Fermi=oppervlak wordt dan een bol) en dat W(K > E') = VO), 
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his © de hoek tussen k en k' voorstelt. 
Haken we nu äe Ansatz „nek En in de theorie van Lorente): 
O2 E Ek, xe) 
me 
waarbij X alleen vande grootte van R afhangt, dan wordt do 
vergelijking: 


ar, k, 

Ere + | we) £ Klk’ ) - 0) Je? än = 0 
waarbij NE wordt.sver het oppervlak van de Fermi- 
bol. … 

We. kunnen nu x(k') = X(k) buïten Het: integrealteken brengen en 


we. vinden: En 
7 


Le a “ja =eos 6) wle) sin oao 


En AE 
X(xk) = 1 zp het 


(vgl. Mott and Jones, -pag. 261). 
Als we deze oplossing confronteren met de vergelijking van 
Bloch dan zien we dat we de verstrooiingsterm in de station= 


naire toestand hebben gesehreven als: 


ee Et beenen __£&)-f,®) 
(5) „8 2 28 rp he neten De 
verstr 5 








= en =d 
oe dk, ma Le : ak ú 
Dit zou' leiden tot: 


… EEt).e fB) = Ce W, 
Dit heet wel de relaxatietijd benadering, tT heet de relaxatietijd. 


hd 


Tengevolge van de hl ad rglaxeert een afwijkende verdeling 


‘ 
Alc: 


dt 
met een bnn inhdedidennn he tT naar de evennichtsverdeling. pa is een 


maat voor de vaarsohi jnli jkheid per sec. dat’ een elektrön wordt 
verstiohda, met een extra Fotos ej = COS e vanrdoer veditroof ing 


onder HE Wsk een wat groter gewicht. wordt gegeven. 








el 


út 


En 


„De als gevolg van ‘uitwendig veld plus verstrooiing ontstane 


stationnaire verdeling is nu: 





of of 
£(R) = fB) + (|) = (RE) + B rr, os et Brie 
dst . ‚© ne x de fo) : Kh aï 


e 
=f E + F z) 


dei, de verdeling die. het uitwendig veld alleen tot stand 
brengt als het een tijdje T tmsentoord heef t gewerkt en dan 
wordt afgezet (vgl, pag. 228). 

We kunnen nu de elektrigche, stroomdichtheid weer berekenen: 


Emme 


Als de lading van het elektron „=e is, wordt de verwachtings- 





- waarde 
<i> = ze | <>, Ren ak = 2E B(E) ak ij 
5 Bk, 
5 wt bne Be Sk adt Ee pe sis af, 
want f_ geeft geen bijdrage. Nu was s(k) = Fk gp Te zodat 
“mn à 
we vinden: 
n ze 2e Kk ket” Û ze° at ke a = zet | dE kak 
% Nee se € rr veg) mn " en ” 
„ ok, x Oe Md dk k Ben ; ak 


We zien weer dat practisch alleen het oppervlak van de Fermí- 


„bol een bijdrage levert, 





‚Dus: En el n 
pn eens Am ze° KS ij el ak ze Ke 
eN oa Ee ie P KS id 
"el En ik | ak Der F 
o 
AEN 5 Rs 
Nu was (vgl. pag.131) kp = dr n, dus Sor =p Te 
m 
Onze berekening is practisch identiek mót die van bommerderf 
, 1) 
(vgl. pag.224, waar we pg j vemden i.p.v. Tt), maar we hebben 
V\&0 


nu în principe een uitdrukking voor t in termen van overgangs= 


waarschijnlijkheid. 





252 


Opnerking: We kunnen. ten resultaat in diverse richtin- 


gen generaliseren, Voor halfgeleiders bv. kont BE 


Te EE Ee een hes (mio + Dg) el ; een Bijdrage van 
hé 6 
de elektronen én vaa de gaten, u = SHE is de zg. mobiliteit, 
mn 
Als wó niet het wenn verband e(k)= kt liebbaus wordt on 


2m 
in het algemeen een Bema. 


As 
Ee) 


2, 
ad, sf esk. 
E: Am “h 


jo 
m 
le | 





0 DV 
en [8 
led} 
zet | 
Te 
xe 


We zullen tenslotte in het kort bespreken hoe men de relaxatie- 


tijd © kan berekenen, 
Eerst voor verstrooiing aan onzuiverheden: 
Pig 
2 


we ; hadden: & 5 wa | T(e) en = cos EAN sin Odo, 


We kunnen W(e) in Warden brengen net de uit de ke nn 
theorie bökende aifferentiëte worktane “doorsnede (e). EF” Belât 
nl, 


wao’ = 5 N,2xo(e) sin edo, 


waarin V het totale volume is, N, het totaal aantal inpurities 


en v de snelheid van het elektron, Deze relatie wordt duidelijk 


ni 


als men bedenkt dat N, vo (e) het totale volume is dat per sec. 
tot verstrooiing over een hoek © in de ‚ruimtehoek’ èn sin ode 


leidt: Daarnee mone be 
Ee E 
=_1 


Ts se] c(@) (1 - cos 8) An sin @d® 


waarin ny het aantal impurities per en° voorstelt. 


s(@) kan men berekenen als men het verschil kent tussen de 


potentiaal die het elektron ondervindt van het vreemde atoom 





233 


en die in het gewone rooster, Laat dit verschil zijn U(T). 
Als we de elektronen. bij benadering als vrije elektronen be= 
„schouwen en UE) als een kleine storing opvatten levert toe- 


passing van de zg. Born-benadering: 





sh TPt had À 
s(e) ee 2 | oi (E-E ).r U(E Ed ni 
2nh 


Men kan verwachten dat de Born-benaderíng slechts dan goede 
resultaten levert als het vreemde atoom veel lijkt op het ge- 
wone atoom, bv. Zn in Cu, maar niet Au in Cu. 

Nu de verstrooiing aan roostertrillingen. Dit is een gevolg 
van de zg. elektron-fonon wisselwerking. Het is duidelijk dat 
dit probleem sterke analogie vertoont met het vroeger behandel- 
de van hentwoneutesstveottas aan thermisch geëxciteerde kris- 
‚tallen, Men kan hier ook Hest net de paarverdelingsfunctie 
werken (vgl, Ziman pag.174). Het gaat nu over de verandering 
van potentiaal U(F) die een elektron onderetndt ala de ionen 
niet meer, op hun, roosterplaats dikten, maar de uitwijking ú, 
hebben, Laat de totale potentiaal V(r) saméngesteld zijn uit 
de bijdragen van de individuele atomen in het kristal: 

IE =) vG). 


Dan is 
U(F) 


n 


DER AD) -) FEA) zr) Ävera vG). 


n n n 


eee En : >p É « 
We kunnen nu u, naar roostergolven ontwikkelen: 


zn ER: E zl nd 5 
ik \ E +ig.E dw ;(q)t 
u = ® , e 
a te e N + C.C 
di 


De storingspotentiael U(r) zal nu overgangen bewerkstelligen 
tussen de ongestoorde toestanden get ° gon 
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Bij deze overgangen’ zal een elektron van toestand É in een 
toestand &' overgaan en zal een fonon Aj worden geëmùitteerd 
of geabsorbeerd, Hierbij zal de totale energie behouden blij- 


5 : en | TE î Ù 
ven. Het matrixelement van zo n overgang bevat een factor: 


CE iq. E 
\ e 
AD 
V. n 


3 d eh ek 
B a et N - alt 
wâarin We en Von Blooh-funotios zijn Cz sk | mE)). 


hi grad v(r-E_) en ar 


In kenen Hak de periodieke functies ug. vordt ait: 
en . 

Û et ST ur) eh graar(EE,) up) et. 
De ). heart ae periode van het rooster. We weten EEn 
(vgl. pag. 184) dat onze integraal slechts van nul versehilt 
als _ 

E-R sde-t, 

een vektor van het reciproke rooster. Dit stelt behbud 
van quasi=-impuls voor. 
We hebben ook: e(k')-= e(k) + hw(q), behoud van enefgie. 
Als tE, = 0 spreken we van normale processen, als E, 0 van 
Umklapp=prooessen, De overgangen vinden dus plaats ondet emissie 
of absorptie van een” fonon, Men kon” laten zien dat de bijdrage 
van Umklapp=processen vrijwel altijd te verwaarlozen is. Verder 
kan men voor niet te 1angson elektronen de: wevetsnttriendiane 
met de akoustische fononen practisch zemen. dwz. 


wg << e(É). De verstrooiingskans is nog evenredig met la) SD. 


Nu ís dé verwachtingswaarde van het kwaäraat van de aziplitude 
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der roostertrillángen bij niet te lage temperatuur evenredig 
met T, We begrijpen zo waarom de weerstand bij niet te lage 
temperatuur arebenie wordt met T. Men heeft inmiddels voor 
allerlei metalen gedetailleerde berekeningen gedaan, Vgl. tabel 


Kittel pag. 505. es 


o bij 0% in 10°%0"tont 
expe theor. De Wade overeensten= 

Li 11,8 PRE oe ine sies Aroer n 
Na 25,4 23 experiment blijkt te 
Kk k 16,4 20 bestaan voor Na en K, 
Rb’ 8,6 55 waarvoor de’ voreenvou- 
Cu 64 174 digende aannamen der 
‘Ag 66 oe 148 Se theorie blijkbaar het 
Ruk 49 "448 ° best vervuld zijn. 


RE: 


In het geval van lage temperatuur hoeven we alleen te kijken 
naar de fononen met kleine energie. Immers tw(q) Ss kT, Fononen 
„met grotere energie zijn vrijwel niet aanwezig, kunnen dus. ook 
niet geabsorbeerd worden, Ook kunnen elektronen, vanwege het 
Pauli-princípe fononen met grotere energie moeilijk emitteren. 
Dit brengt mee dat bij lage temperatuur (althans voor nor- 
nale prooessen) alleen verstrooiing onder kleine hoeken mee= 
doet, Voor een boligshke” Peenteappertlak dek straal _ 
kr is q = ak sin 50. In een Debije-model voor de roostertril- 
lingen As w(q) = Bie waarin s de geluidssnelheid, Zal nu 


hwlg) < kT dan zal hsq < kT en dus 


F kT T 5) T P En 
sin JO = zee gee ne en waarin @, de Debije- 
2k 2hsk, © dk Op D 


F de en e 
Le temperatuur voorstelt. 
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de Ne Tw hsp - - 
Inners @, ge en waarin ap de axiale waarde van q is, 


es EN: 1/5 
Verder is zoals men gemakkelijk controleert kr ee (5) EEN 
waarin Z het aantal geleiäingselektronen per atoom. 

Men toont nu aan dat het kwadraat van het matrixelenent, 


waarmee o(@) evenredig is, voor kleine q lineair gaat met q 


en daarmee wordt: 5, Oe & 
sinso n 5 
En | D dts ies 
Ea | (d-oos 9) 2kpsin ZO 2n sin Q4O = 
E On 5 
DD. 4 Rn T 
= S2rky sin” JO 4d sin JO » (5) 3 


o 
‚Voor, lage temperatuur gaat daarmee de weerstand als ps naar 


„nul. e 
Dat is de relatie van Bloech-Grüneisen, die bij lage tempera= 
tuur, de temperatuurafhankelijkbeid van de ideale weerstand 
voor de meeste metalen redelijk goed beschrijft. 

Tenslotte wil ik in het kort‘aantonen, dát we met behuip 


van de vroeger behandelde statische benadering voor neutronen- 


verstrooiing: (Hfdst. IV, a 1) op“ simpele wijze benaderde” uit- 


drukkingen voor 2 en daarmee voor het ‘elektrisch geleidings= 


“vermogen” kunnen afleiden. De EEn-Fononbijdrage tot de ver- 


“strooiing is: (vgl. pag. 101)" 


5 vh et a: 
€ me we ix. Ek 5 
o(%) = enke he x°<u Mt 4 “ 


„ON AX 


Hierin is co „G) de verstrooïïngsdoorsnedo van één enkel atoom, 


qj 
index afhangt) en hoge tenperatuur is: 


Voor w‚_. = w(g) (onderste is âat w niet van de polorisatie- 


“e er ee ‘ 
<u u >= Je HE 5 e E aq (v is volume eenheids- 
ox nx aò M f 
Tm BR w” (a) cel). 


1B2 
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aen 


Dan is. 


an > =2W(X) v_ KT 2 de 7 LG), n 
o(x) = 0, (X) e en rn | ee J e age 


Ke) 2 
Bn (a) 

Nu ís el 5 n 

MR) i x+G PN Ka) Sik 

nn _ Sn _p 

id 5 : ) SCA) 

prs => 

n n n 
Nemen we alleen de bijdrage van N-processen (ri Os q ligt in 
1BZ, X met [xl = 2kp sin do vrijwel altijd ook) en nomen we 
het Debije-model voor de roostertrillingen (w(q) = sq net s 
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We hebben al gezien dat bij lage temperatuur alleen kleine 
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